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MG dau

T6 hop cong tinh

T3 hop cong tinh 1a sy giao thoa gitta cac chuyén nganh t3 hop, 1y thuyét
s6, giai tich Fourier va Iy thuyét ergodic. T6 hgp cong tinh nghién ctu nhing
kh&i niém gan diang ctia nhitng ciu tric dai s6, nhu khong gian véc td, nhém,
vanh hoic trudng. Green da mo ta t6 hop cong tinh nhu sau: "T hop cong
tinh nghién citu vé cac ciu trac xap xi nhu xap xi nhém, vanh trusng, da
thic vi dong cAu". Xap xi nhém cé thé dugec xem nhu céc tap con hitu han
clia mot nhém théa man gan nhu 14 déng ddi v6i cac phép toan. Xap xi
nhém va ting dung ciia né (vi du, cho cac cic do thi nd, Iy thuyét nhém, xac
xuét, Iy thuyét mo hinh,...) tao thanh mot linh vuc rit nang dong va hia
hen trong viéc nghién cttu t6 hop cong tinh.

Cac ky thuat 4p dung vao cac bai toan t6 hop cong tinh thuong da dang va
c6 thé c6 ngudn gbc tit nhiéu linh vyc khac nhau. Vi du, Hamidoune, qua
¥ tudng tit tinh lién thong ctia do thi, da dua ra mot cong cu manh dé giai
quyét mot sd bai todn t6 hgp cong tinh. Nathanson trong céng trinh clia
minh da st dung bd dé ctia Kénig vé sy ton tai clia cac dudng di do dai vo
han trong dd thi vo han, gii thieéu mot 16p cac co s§ cong tinh méi, né ciing
1 sy téng quat hoa gia thuyét ctia Erdés - Turan vé cd sé cong tinh cla cac
s6 nguyén duong. Trong bai bao clia minh, Bibak da dung cac cong cu ti 1y
thuyét ma hoa dé danh gia cac hing s6 Davenport. Céc ki thuat tir Iy thuyét
thong tin da dugc sit dung dé nghién ctu cac bat déng thic tap tdng. St
dung phuong phap 1y thuyét do thi, Alon da ap dung vio nghién citu cac tap
khong c6 tdng cAp m trong nhém Aben hitu han va trong cac tap téng-tu do
cta tap [1,n].

Trong viéc chitng minh gia thuyét da ton tai kha lau vé cac cip sb cong ciia
Erdds. Green v Tao da c6 mot buse dot phat bing viec két hgp cac phuong
phap va ¥ tudng tit t6 hop, 1y thuyét s6, gidi tich diéu hoa, va ly thuyét
ergodic.

Gan day t6 hop cong tinh da tim thdy cac dng dung rat dang chd y vao
khoa hoc méy tinh va mat méa. Vi dy, ham nd, ham trich xuat, tinh tya ngiu
nhién, kiém tht thudc tinh, Iy thuyét do phiic tap, khuéch dai do khoé, cac



chitng minh c6é thé kiém tra xac suit (PCPs), Iy thuyét thong tin. Té hop
cong tinh cling c6 cac iing dung quan trong trong bd phiéu dién tit (e-voting).
Céac phuong phap tit t& hop cong tinh cling cung cdp mot sé kj thuat manh
cho viéc nghién ctu bai todn ngudng, bai toan c6 tam quan trong dang ké
trong t6 hgp, khoa hoc may tinh, xac sut, vat 1y théng ké va kinh té.

Su két ndi gitta cac y tudng ciia t6 hop cong tinh véi 1y thuyét cac ma tran
ngéu nhién c6 nhidu ing dung trong nhiéu linh vy ciia 1y thuyét 6, t& hop,
khoa hoc may tinh vat 1y toan hoc va 1y thuyét, héa hoc. Linh vuc nay ciing
¢6 nhiéu tng dung cho 1y thuyét nhém, giai tich, tdng mi, 1y thuyét do phic
tap, hinh hoc rdi rac, hé dong lyc, va rat nhiéu cac nganh khoa hoc khac. T
hop cong tinh da c6 nhitng tién bo rat nhanh sau khi nghién citu rat sau vé
dinh ly Szemerédi, béng chiing vé sy ton tai clia cac cip sb cong dai trong
céc s6 nguyeén t6 ctia Green va Tao, ciing nhu céc khai quét va tng dung ctia
bai toan téng - tich, va tiép tuc thay nhing tién bo dang ké.

Trong s6 céc bai toan t6 hop cong tinh, bai toan ham nd ciing da nhan dudc
nhidu sy quan tam ctia cac nha nghién citu, dac biét 1 vé linh vire toan hoc
ttng dung vio khoa hoc méy tinh. Cac két qud dugc cong bd ciing kha an
tugng trong thai gian gan day, nhat 1a tir khi Rudnev da dua phuong phap
hinh hoc vAo cac bai toan nay. Tuy nhién, cac bai todn nay mot mit van
chua chitng minh dudc mot cach triet dé, mot mit lai m3 ra nhiéu bai toan
mdi can giai quyét.

Bai todn muc tiéu ma Luan an huéng t6i 1a nghién citu sy nd cia mot
ham trén cic khong gian hitu han. Dya vio nhitng két qua da duge cong bd
cia céc nha nghién cttu khéc, Luan &n sé nghién ctu mé rong va cai thién
mot s6 két qud, cu thé nhu sau:

1. Nghién cttu cdc ham nd bdn bién trén trusng hitu han. Dinh huéng
chiing minh mot s6 16p ham nd bén bién véi ngudng 5/13 va 3/8.

2. Nghién cttu ham né hai bién trén vanh dinh gid. M& rong mot sd két
qué trén trudng hitu han.

3. Nghién cttu cac ham nd, danh gia lyc lugng cia tap tich cdc ma tran
trén nhém Heisenberg.

Ly thuyét phd d6 thi 13 mot trong nhiing phuong phap hiéu qua va dugc
nghién cttu nhidu trong thdi gian gan day trong viéc gidi quyét mot s6 bai
toan t6 hgp cong tinh.

Muc tiéu ctia Luan an sé xay dung vd phan loai mot s6 16p do thi tua ngiu
nhién trong khong gian véc to trén trudng hitu han, tit d6 c6 thé ap dung dé
dua ra mot sb két quéa cho bai toan ham nd tuong tng. Cu thé, Luan an sé
xay dyng mot s6 16p (n,d, \)- do thi trén vanh dinh gi4d hitu han, 4p dung
vao viéc chitng minh mot s6 ham hai bién c6 tinh chat nd. Ngoai ra trong
qué trinh nghién ctu, 4p dung mot sé két qua tit phuong phap hinh hoc lien
thudc va phuong phap giai tich Fourier, Luan an ciing da thu dudc mot s6



két qua méi 1a sy cai thien dang ké cac két qua trude dé.

Céc chuong tiép theo ciia Luan an sé dudc trinh bay nhu sau.
Chuong 1. Trinh bay cdc ham nd bdn bién trong trusng hitu han va trudng
nguyén t6, trong chuong nay chiing t6i sé dua ra két qua 1 sy phan 16p cac
ham bdn bién bac hai c¢6 tinh chat nd véi ngudng ¢ = 3/8 trén trudng hiu
han va v6i ngudng € = 5/13 trén trudng nguyén to.
Chuong 2. Trinh bay cac ham nd trong nhém Heisenberg, cac két qua nay 1a
su cai thién cdc két qua ctia Hegyvéri va Hennecart trong cong trinh [?] .
Chuong 3. Dua ra cac két qua ham nd trong vanh dinh gia hitu han, trong
d6é géom c6 mot sb phan 16p dbi v6i ham hai va ba bién, va mot sd két qua
déi v6i ham bdn bién.



Chuong 1

Ham ndé bén bién trén
truong hitu han

1.1. Gidi thiéu bai toan

Cho F, 13 mot trudng hitu han cip g. Dinh nghia ham né trén F, dudc
phat biéu nhu sau.

Dinh nghia 1.1.1 (Ham né ). Cho A C F. Ham f : F? — F, dudc goi la
nd néu ,

f(A) > C| AT
trong dé € > 0 va C. la mot hdng sé.

Viéc nghién citu cdc ham nd sé lam xuét hieén cic bai toan co ban nhu
chitng minh mo6t ham cho truéc cé tinh chit nd, xay dyng mot ham cé tinh
chit né trong khong gian cho truée, danh gia chinh xac do nd clia mot ham
hoac ting dung ham nd cho céac bai toan khoa hoc khéac.

1.1.1. Ham nd bdn bién

Chiing ta c6 thé phan 16p cdc ham nd thanh ba loai phu thudc vao do
nd nhu sau.
Dinh nghia 1.1.2. Cho f :F} — F,. khi do f
e Goi la nd manh vdi nguong € néu vdi moi A C F, sao cho |A| > ¢* ™,
ta c6 |f(A,...,A)| > q—k, vdi hang s6 duong cé dinh k.

€

o Goi la né vita vdi ngudng € néu véi moi A C Fy théa man |A| > ¢* ¢,
thi ta ¢6 |f(A,...,A)| > q.




o Goi la nd yéu vdi nguing 0 < e < 1 va 0 < & < 1 néu vdi moi A C Fy
théa man |A| > ¢*~¢, ta 6 |f(A, ..., A)| > |A]°¢* .

Déi véi ham né bén bién, stt dung wéc luong téng diic trung cong tinh,

Sarkézy trong cong bd ctia minh da chiing minh rang cdc ham z+y+ 2t, vy +
zt, (x—y)? +(2—1t)? 1a nd vita v6i ngudng € = 1/3. Sau d6, Vinh, bing phuong
phép phd dd thi, da ching minh réing zy + (2 — )2, f(z) + g(y) + 2t, f(x) +
g(y) + (z — )%, f(x)g(y) + 2t va f(2)g(y) + (2 — t)* 1a cac ham nd vira véi
ngudng 3/8 trong do f, g € Fy[z].
N6i dung chinh ctia chuong nay 1a xay dyng va phan 16p mot s6 ham bén bién
14 nd vita v6i ngudng 5/13 trén trudng nguyén t6 hitu han va ngudng 3/8 trén
trudng hitu han. Cong cu chinh cfia chiing toi 14 mot két qua nang lugng ctia
Koh, Mirzaei, Thang va Shen, mot phién nang lugng ban trén truong F, va
mot dinh 1y vé ham né hai bién dugce chitng minh béi Hegyvari va Hennecart.
Két qua dau tién la sy phan 16p cdc ham bén bién nd vira véi nguéng 5/13
trén trudng nguyén t6 hitu han F,.

Dinh ly 1.1.1. Cho F, la mot trudng nguyén té. f € Fplz,y,2] la mot
da thiic bac hai ba bién va khong cé dang g(h(z) + k(y) + 1(2)). m(z) va
x® 1o cde da thic doc lap affine vdi cdc bac bi chin. Dinh nghia Q(u,v)
m(u) +u*n(v), va F(u,v,y,2) := f(Q(u,v),y, z), trong dé k la mot hing s
nguyén duong. Khi dé véi A C F, théa man |A| > p*' '3, ta co

|F(A, A, A, A) > p.

On

ot

Hé qua 1.1.1. Cdc da thic 4 bién sau ddy la cic ham nd via véi mi 3

trén truomg nguyén to:
u(ut+v)y+z,  ulutv)tyz,  uwlut+o)(y+z)
y(u(u +v) + 2), (u(u 4+ v) —y)2 + z, (y — 2)? + u(u + v).

Két qua tiép theo 1a sit phan 16p cac ham bén bién nd vita v6i ngudng
3/8 trén trudng hitu han F,.

Dinh 1y 1.1.2. F, la mot truong hiu han tay §. f € Fqlz,y, 2| la mot da thic
bac hai ba bién va khong cé dang g(h(z)+k(y)+1(2)). Goim(z) va z" la cic da
thite doc lap affine vdi cac bac bi chin. Dinh nghia Q(u,v) = m(u) —|—ukn(v),
va F(u,v,y,2) = f(Q(u,v),y, z), trong dé k la mot hing s6 nguyén duong.
Cho A C Fy théa man |A| > ¢°/®, ta co

|F(A, A, A A)] > q.

Hé qua 1.1.2. Da thiic 4- bién sau day la mot ham nd vica vdi mi % trén
truong hitu han bat ky:

u(u+v)y + z, u(u +v) + yz, u(u+v)(y + 2)
yuw+v)+2),  (wuto)-y)’+z  (y—2)+u(uto).



Chuong 2

Ham ndo trén nhém
Heisenberg

2.1. Giéi thiéu bai toan

Cho trudng hitu han Fy, trong d6 ¢ 1a lity thita cia mot s6 nguyén t6
18. V6i 86 nguyén n > 1, nhém Heisenberg bac n trén trusng hitu han F,, ky
hiéu bdi Hn(Fy), 13 nhém nhan cac phan tit c6 dang:

%
S

1
[x,y,2]:= | 0
0

o 5
<

trong dé x,y € Fy, y' 1a véc to cot clia y va I, 1a ma tran don vi n X n.
Khi d6 phép nhan hai ma tran sé la

x,y,2] [x,y, 7] = [x+x y+¥ 24+ +x-¥]
trong d6 x -y’ 1a tich vo huéng ctia hai véc to x va y’.
Cho A C Fy, E,F C Fy, ta ky hiéu
[E,F, A] ;= {[x,y,2] : x€ E;y € F,z € A},

[E,F,A]d = {[x1, ¥, 21)-[Xd, Y4, 2] : [%i, Y5, 2] € [E,F, Al,i =1,d}.

St dung u6c lugng téng tich, Hegyvari va Hennecart da chiing minh dugc
ring néu A C F, véi |A| > p'/?, thi

14, 4,000, 4,0]] > min {p"/2|[4, 4,0, p™/2|[4, 4,0]"} .



Trong trudng hgp tap A nhd, Hegyvari va Hennecart da thu dugc két qud
sau.

Dinh Iy 2.1.1 (Hegyvari-Hennecart). Cho A C F,,. Vi |A| < p*/®. Khi dé,
ta co
I[A, 4,0][4, A,0]| > |[4, A,0]| 5.

Mot cach tuong ti, Hegyvari vd Hennecart da md rong két qud trén
truong hitu han bat ky.

Dinh 1y 2.1.2 (Hegyvari-Hennecart). Cho A la mot tap con cia Fq. Vdi
|A| > ¢?/%. Khi d6

I[A, A, 0][A, A,0]| > q|[A, A, 0]].

Trén trudng sb thue, véi bat ky tap con A C R, st dung chan lién thudc
diém-miit phéng do Elekes va T6th dua ra v mot bién thé ning luong cla
Rudnev, Shkredov, v Stevens, Hegyvari vd Hennecart da chiimg minh két
qué.

Dinh 1y 2.1.3. Cho tap hitu han s6 thuc A C R vdi diéu kién |A| > 2. Khi
do
1A, A,0][4, 4,0 2 |[A, 4,0 %"

Muc tiéu chinh ctia chuong nay 13 cai thién va md rong cic két qua trén
trong trudng hitu han F, va trudng sd phitc C bing cong cu hinh hoc va giai
tich Fourier.

Két qua dau tién 1 sy cai thién ciia Dinh ly trong trudng hdp nang
lugng cong tinh ctia A nho.

Dinh 1y 2.1.4. Cho A la mot tap con cia Fq. Nang lugng cong tinh cia tap
A AT(A), la s6 cdc bp bon (a,b,c,d) € A* théa man a +b = c+d. Gid si
ring AT (A) < A2 45 K > 0 va |A] > KY/3¢*/3. Khi do

K
|[4, A, 0][A, A, 0]| > Kq|[A, A, 0]

K&t qua tiép theo 13 mot sy mé rong ciia Dinh 1y m trong H, (Fy) v6i
n > 1.

Dinh ly 2.1.5. Cho E la mot tap con cia F. Voi |E| > q3 5. Khi dé
(B, E,0)[E, E,0]| > q|[E, E, 0]].

Luu ¥y ring két qua ctia Dinh ly 13 chat. Ta c6 thé cho E 13 mot
khong gian con trong Fy, khi d6 [E, E,0][E, E, 0] C [E, E,F,). Hon nita, s6
mit % 4+ 1 khong thé bi gidm t6i Z. Gia sit ¢ = p®, ta chon E = Fy, khi d6
B, E,0][E, E,0]| < p|[E, E, 0] = ¢'/*|[E, E,0]|.

Trén trudng nguyén t6, néu E 14 mot tap con cia IFIQ, va lyc lugng cta E
khong qua 16n, ta c6 dinh 1y sau trong Hz(F)).



Dinh 1y 2.1.6. Cho F, la mot trudng nguyén té véi p = 3( mod 4), va E
la mot tap con cia F2 véi |E| < p*/°. Khi dé

IE, E, 0)[E, E,0]| > |[E, E, 0|1

Khi A 1a mot nhém con v6i phép todn nhan ctia Fj, s6 mi % trong Dinh
Iy c6 thé dugc cai thien mot cach dang ké.

Dinh 1y 2.1.7. Cho A la mot nhém con vdi phép nhan cia Fy va |A] <
pl/2 logp. Khi do
14, A,0)[A, 4,0]| 2 |[A, 4,0]| 50 .
Két qua tiép theo 1a mot sy md rong ctia két qua ctia Dinh 1y trén
trudng sb phiic.

Dinh ly 2.1.8. Cho A la mot tap con cia C vdi

Al >2. Ta co

I[A, A,0][A, A,0]] Z |A| = |[4, A,0]|5.



Chuong 3

Ham nd trén vanh dinh gia
hittu han

3.1. Ham nd hai bién trén vanh dinh gia

3.1.1. Giéi thiéu két qua

Trén truong hou han F,. Hegyvari and Hennecart da thu dugc mot
s6 két qua vé ham né hai bién. Cu thé, cic tic gid di chi ra ring véi
cdc ho ham hai bién ndo dé6 f(z,y) va g(z,y), néu |A| = |B| = p* thi
max{|f (4, B), |g(A B)| , v6i A(a) > 0. Ching ta sé néu dudi
day cac phat biéu ctia ho. Trudc khi néu ra cac két qua, ching ta can dinh
nghia boi cia mot ham trén mot nhém con cua trudng hitu han.

Cho G la mot nhém con trong Fj, va g : G — F;, 1a mot ham tuy §, ta dinh
nghia

plg) = max[{z € G : g(z) = t}].

Dau tien 1a ham f(z,y) = g(x)(h(z) + y) trén trudng hitu han. Ta c6 cac
dinh Iy sau.

Dinh ly 3.1.1 (Hegyvari va Hennecart). Cho G la mét nhom con cia
Fy, va f(z,y) = g(x)(h(z) +y) zdc dinh tréen G x F;, trong dé g,h : G — F,,
la cac ham tuy §. Dat m = p(g.h). Vi cic tap tuy y A C G va B,C C Fy,
ta co

2
If(A, B)||B.C| > min {M @} .

2 b
pm m

Néu f(x,y) = z(1+y), thi ta dugc hé qua ctia Dinh 13 [3.1.1] két qua nay
ciing da dudc Garaev va Shen chiing minh trong mot cong trinh ctia minh.



Hé qua 3.1.1. Vdi tap con tuy y A CFy, \ {0,—1}, ta ¢
|A.(A +1)| > min { VoAl |A\2/\/;5} .

V6i phién ban phép cong, ta ¢6 Dinh Iy
Dinh ly 3.1.2 (Hegyvari va Hennecart). Cho G la mét nhom con cia
Fy, va f(z,y) = g(x)(h(z) +y) zdc dinh tréen G x F;, trong dé g,h : G — F,,
la cic ham tay §. Dat m = u(g). Vi cac tap tuy y A C G va B,C C Iy, ta
co

2
(A, B1B + 1> min { ALELICL B
pm m

Chia y néu C = A va

Al = |B| = p™ thi
max{|f(A, B)|,|A + B|} > |A]'"4(),

trong d6 A(a) = min{l — 1/2a, (1/ac — 1)/2}.
V6i ham tuy y h : Fy — Fy vau € F,,, ta dinh nghia hy, (z) := h(uz). Hegyvari
va Hennecart da thu duge mot két qué tdng quét ciia Dinh ly nhu sau.

Dinh Iy 3.1.3 (Hegyvari va Hennecart). Cho f(z,y) = g(x)h(y)(z" +y*)
trong dé g,h : G = Fy, la cic ham zdc dinh trén mot nhom con G cia Fy,.
Ching ta gid thiét rang vdi z ¢6 dinh, z € G, g(xz)/g(z) va h(zz)/h(x) nhin
O(1) cdc gia tri khdc nhau khi x € G va max, p(g.hy.id) = O(1). Khi dé vdi
cdc tap con tuy y A, B,C C G, ta cé
2| 2
I£(A, B)||A.C||B.C| > min { W':&,pm”m} .

Didu kién ctia cac ham g vd h trong dinh 1y trong c6 vé la 1am. Cho vi
du, ngudi ta c6 thé 14y g va h 1a cic ham don diéu, hodc ciac ham cé dang
A¥@) gk trong d6 A € ) 6 cip O(1) va a(z) 1a mot ham tiy §. Liwu ¥ trong
céc truong hgp diac biét, ta c¢6 thé thu duge mot sb6 két qua tét hon. Dinh ly
sau day 1a mot vi du.

Dinh ly 3.1.4 (Hegyvari va Hennecart). Cho A, B,C la cdc tap con
trong Fy, va f(x,y) = zy(z + y) la mot da thic trong Fplz,y]. Khi dé ta cé
udc lugng sau

A||B|?
(A B|B.C) > min {HIEEEL i L

Két qua nay la chit khi |A| = |B| = p® v6i 2/3 < a < 1 vi, vi dy, ta
c6 thé lay A = B = C la mot cip sb6 nhan do dai p®, dé dang thiy ring
|A.A] < |A], va |f(A, A)| < p. Diéu nay néi len rang |f(A4, A)||A.A| < p|A].
Trong chuong nay, ching t6i s& mé rong cac két qua da dudc dé cap & trén
khi xét bai toan trong vanh dinh gia hitu han. Két qua dau tien 1a sy téng
quét héa Dinh 1y
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Dinh Iy 3.1.5. Cho R la mét vanh dinh gid hitu han cdp q", G' la mot nhém
con cia R*, va f(z,y) = g(z)(h(z) + y) zdc dinh trén G x R*, trong dé
g, h: G — R" la cic ham tay y. Dat m = u(g.h). Vdi A C G va B,C C R*
tuy 9, ta co

q¢'|B| |AlIBP|C| }

|f<A,B)||B.C|>>mm{ B

Trong trudng hop, f(z,y) = z(1 + y), ta thu duge ude lugng sau.
Hé qua 3.1.2. Vdi tap con tay § A C R\ {R°, R — 1}, ta co

AQ
|A(A+1)>>min{\/qrz4|, 4] }

q27‘—1

Ciing giébng Din - ta cfing thu dugc mot phién ban déi véi phép
cong ctia Dinh 1y [3.1.5] ﬁysau day.

Dinh 1y 3.1.6. Cho R la mot vanh dinh gid hitu han cap q", G' la mot nhém
con cia R*, va f(z,y) = g(x)(h(z) + y) zdc dinh tréen G x R* trong dé g
va h la cdc ham tay ¢ t& G vao R*. Ddt m = u(g). Véi cic tap A C G va
B,C C R tuy ¥, ta ¢
. [q"|B| |A||B|*IC
If(A, B)||B+C| > mln{%, M}

m2q2r—1

Két hop Dinh 1y va ta suy ra he qua.
Hé qua 3.1.3. Vi ham f(z,y) = g(z)(z + y) sao cho pu(g) = O(1), va

ACTR". Khido

2r

A4
|f(A,A)|xmin{|A.A|,\A+A|}>>min{q 4], |1}

Cubi cling 1a sy tdng quat hoa cac dinh 1y tuong tu nhu v,

Dinh 1y 3.1.7. Cho R la mot vanh dinh gid hitu han cip q", va f(z,y) =
g(x)h(y)(z+y) trong dé g,h : G — R* la cic ham zdc dinh trén nhém con G
cta R*. Ta gid thiét ring vdi moi z € G ¢6 dinh, g(xz)/g(x) va h(zz)/g(z)
nhan O(1) cdc gid tri khdc nhau khi x € G va maxy p(g.hy.id) = O(1). Khi
dé vdi moi A, B,C C G, ta ¢6

. ” Al°|BI°|C
F(A, B)AC|IB.C| > mm{q Al1B], M}

q2r 1

Mot céch tuong tu, ta ¢ thé cai thien Dinh 1y cho mot s6 truvng
hgp diac bigt ctia ham f(x,y). Dinh ly sau day 1a mot vi du.
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Dinh 1y 3.1.8. Cho R la mét vanh dinh gid hiu han cap q". A, B,C la cdc
tap con trong R*, ham f(z,y) = zy(g(x) +y), trong dé g la mot ham ta R*
vao R*, va pu(g*.id) = O(1). Khi dé ta co

X Al|B|?
|f(A, B)||B.C| > min{qT\B|, M} )

q2r—1

Dé chitng minh céc két qui dbi véi ham nd hai bién da néu trén, ching
ta st dung cac két qud tiur 1y thuyét phd do thi sau.
3.1.2. D6 thi tong-tich trén vanh dinh gia hitu han

G goi 1a (n, d, \)-dd thi néu n6 1a dd thi d-déu n dinh va gia tri rieng thit
hai A\(G) ctia n6 nhé hon hodc bing .

Bb dé 3.1.1. Cho G = (V,E) la mot (n,d,\)-do thi. Vi hai tap tay 4
B,C CV, tacoé
e(8,0) - W2 < /1]

Chiing ta sé sit dung B dé trén cho viéc chiing minh céc két qua ham

hai bién, viéc con lai can tién hanh la xay dung céc (n,d, \)-dd thi phit hgp
v6i bai toan. Két qua dudi day sé 1a cong cu chinh dé.
Dinh nghia 3.1.1. D6 thi tong-tich SPr dudc dinh nghia nhu sau. Tap dinh
ctia do thi tong-tich SPr la tap V(SPr) = R x R. Hai dinh U = (a,b) va
V = (¢,d) € V(SPRr) dugc néi vdi nhau bing mot canh, (U, V) € E(SPr),
néu va chi néu a + c = bd.

Bd dé 3.1.2. Cho vanh dinh gid hitu han R, do thi tong-tich, SPx, la mot

(qQT,qr, 27’q27"—1) — do thi.

3.2. Ham nd ba bién trén vanh dinh gia

3.2.1. Giéi thiéu két qua

St dung két qua lien thudc diém-mit phing ctia Yazici, Ching toi sé
chitng minh mot s6 két qua cho ham né ba bién sau day.

Dinh Iy 3.2.1. Cho R la moét vanh dinh gid hitu han cdp q" va da thic

f(2,y,2) = axy +r(z) + s(y) +1(2),
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trong dé r,s,t € Rlu] cd bac khong qua hai, vdi a # 0, va t(z) # const ¢é hé
s0 cao nhét m khd nghich. A, B,C C R va gid thiét thém rdng |C| > 2¢" "
néu t(z) bac hai. Khi do,

1 . ~ |A[|B||C
1£4,8.0)] = guin {r LB,

Vi cach tiép can tuong ty Dinh 1y [3.2.1] ching t6i da chiing minh két
qué sau day. Két qua nay ciing da dugc Hiep chitng minh véi mot cach hoan
toan khéc.

Dinh 1y 3.2.2. Cho A la mot tap con cia R. Gid st ¢*" 1 < |A + A||A)?,
khi do ta co

A% + A% A+ AP > |A"

N | =

Vay
1
max {|A + A|,|A> + A%} > 275 | A3/,

Két qua tiép theo 13 mot chin dudi cho téng A% + A3 thay cho A% + A2
trong Dinh 1y

4
Dinh 1y 3.2.3. Cho A C R vdi % > ¢¥ 1, khi 6 ta c6

max {|A + A, |A® + A°|} > ¢"/10|A]*°,

Cac két qua sau day ciing dya trén ¥ tudng ctia Dinh 1y3.2.1

Dinh 1y 3.2.4. Cho f la mét da thiic bac hai mot bién vdi cdc hé s6 trén
R. Néuq® 1 < |A+ [(A)|A], thi

F(A) + A 2 275 |42/,
Dinh 1y 3.2.5. Cho A C R vdi |A| > ¢" /%, khi dé ta co
max {|A — A|,[AA + AA]} > 275 |A]2/3¢"/3,

Két qua tiép theo 1a mot udc lugng dang téng - tich trén vanh dinh gia
httu han.

Dinh ly 3.2.6. Cho d la mot s6 nguyén vdi d > 1 va A la mét tdp con cia
R. Gid st |AA||A]> > ¢* 1, khi d6 ta co

|AY + AY| JAA]? > ¢ AP,
hodc

max {|Ad + A%, |AA\} > ¢5 A5,
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3.3. Ham nd bdn bién trén vanh dinh gia

St dung chin lien thuoc diém - dudng trén R?, Luan an chimg minh
mot s6 ham bén bién sau 1a nd vita v6i ngudng 3/8.
Dinh 1y 3.3.1. Cho R la mét vanh dinh gid hitu han cdp q", va A la mot tap
trong R sao cho |A] > q%. Khi dé cac ham Fi(u,v,y,z) = u(u + v)y +
z, Fo(u,v,y, 2) = u(u+v)+yz, F3(u,v,y,2) = u(ut+v)(y+2), Fa(u,v,y,2) =
ylu(u £ v) + 2), Fa(u,v,9,2) = (u(u+ v) - 9)? + 2, 03 Fa(u,v,,2) = (y -
2)? +u(u +v). théa man

|FZ(A3A7A7A)‘ > qr

vdiie{l,..,6}.
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KET LUAN

Bing cac phuong phap nghién citu da néu trén, Luan an da thu dugc
nhitng két qua cu thé nhu sau:

1. Phan 16p ham nd vita bén bién v6i sd6 mii € = 3/8 trén trudng hitu
han. Phan 16p ham nd vita bon bién v6i s6 mil € = 5/13 trén truong
nguyén t6, ca hai da cai thien mot sb két qua roi rac va rat it trude
do.

2. Chting minh mot sé két qua ham nd trong nhém Heisenberg. Day 13
su cai thien vh md rong cac két qud ciia Hegyvari va Hennecart dua
ra.

3. Phan 16p mot s6 ham nd hai bién trén vanh dinh gia hitu han, mé rong
cac két qua ctia Hegyvari vd Hennecart trén trudng hitu han. Dua ra
mot 16p ham nd ba bién trén vanh dinh gia hitu han. Chitng minh mot
s6 ham bdn bién trén vanh dinh gid hitu han 14 né vira, mé rong cac
két qua Hegyvari va Hennecart trén trudng hitu han.

Luan 4n déng gép mot s6 két qud méi cho 16p cdc ham nd trong khong gian
httu han. Lam phong pha thém cac két qua nghién citu trong linh vyc t6 hop
cong tinh.

Véi phuong phép tiép can, Luan an tiép tuc khéng dinh nhiing lgi thé cta
céc phuong phap dang dugc cac nha nghién ctu st dung: phuong phép phd
dd thi, phuong phap gidi tich Fourier v phuong phap hinh hoc.

Cac két qua ciing nhu phuong phap nghién cttu duge sit dung trong Luan an
c6 thé 1a mot tai lieu tham khao cho nhimg ngudi lam cong tac nghién citu
quan tam dén linh vic nay, c6 thé vé mat phuong phap ciing nhu ¢é thé cho
viéc nghién citu cac ing dung cho nganh khoa hoc méy tinh.

Trong thaoi gian t6i, tac gid sé tap trung nghién cttu cdc ham ndé véi ngudng
nhé hon, tim hidu cac tng dung trong khoa hoc may tinh 1y thuyét, va cac
mdbi quan hé véi cac chit dé khac nhau ctia Hinh hoc T8 hgp.
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