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M– �ÜU

1. Lí do chÂn �∑ tài
1.1. Không gian Banach xác sußt và l˛ thuy∏t toán t˚ ng®u nhiên �óng vai trò quan trÂng
trong phát tri∫n l˛ thuy∏t, th¸c hành xác sußt và thËng kê. Chính vì v™y mà các khái niªm cÏ
b£n trong xác sußt nh˜ không gian - không gian các bi∏n ng®u nhiên nh™n giá tr‡ trong không
gian Banach chø là tr˜Ìng hÒp riêng cıa không gian Banach xác sußt �ã thu hút nhi∑u nhà
khoa hÂc nghiên c˘u và m rÎng. Quan trÂng hÏn n˙a là không gian Banach xác sußt và l˛
thuy∏t toán t˚ ng®u nhiên có rßt nhi∑u ˘ng dˆng trong các lænh v¸c khác nhau nh˜ trong toán
tài chính, cÏ hÂc, v™t l ,̨. . .
L˛ thuy∏t martingale nghiên c˘u nh˙ng vßn �∑ liên quan �∏n l˛ thuy∏t trò chÏi nh˜ng v∑ sau
�˜Òc phát tri∫n thành mÎt lænh v¸c toán hÂc ch∞t ch≥, tr thành mÎt mô hình toán hÂc quan
trÂng có nhi∑u ˘ng dˆng trong thËng kê, ph˜Ïng trình vi phân, toán kinh t∏. �∞c biªt, g¶n �ây
�ã có nhi∑u ˘ng dˆng thú v‡ trong ch˘ng khoán, thu hút khá nhi∑u nhà toán hÂc quan tâm.
V∑ ph˜Ïng diªn xác sußt, martingale là s¸ m rÎng cıa tÍng các bi∏n ng®u nhiên �Îc l™p kì
vÂng không.
1.2. Khái niªm không gian �‡nh chu©n ng®u nhiên �˜Òc nêu bi B.Schweizer, A.Sklar [10] sau
�ó �˜Òc trình bày vÓi mÎt phiên b£n mÓi bi Tiexin Guo n´m 1999 [9] d˜Ói tên là không gian
module vÓi chu©n ng®u nhiên, vÓi ( )-tôpô, mÎt tôpô t˜Ïng thích vÓi hÎi tˆ theo xác suât
trong không gian các bi∏n ng®u nhiên. �∏n n´m 2009, vÓi nhu c¶u cıa toán tài chính, Damir
Filipovic, Michael Kupper, Nicolas Vogelpoth [1] �ã trình bày không gian xác sußt ng®u nhiên
nh˜ng vÓi - tôpô lÁi �‡a ph˜Ïng.

1.3.fi t˜ng v∑ không gian Banach xác sußt mÓi xußt hiªn g¶n �ây nh˜ng �ã �˜Òc nhi∑u nhà
khoa hÂc quan tâm, ta s≥ �i∫m qua mÎt sË k∏t qu£ v∑ vßn �∑ này: T.Guo �ã �˜a ra �‡nh nghæa
v∑ không gian Banach xác sußt và có mÎt sË nghiên c˘u quan trÂng v∑ toán t˚ ng®u nhiên và
ch˘ng minh mÎt phiên b£n cıa �‡nh l˛ Han-Banach cho tr˜Ìng hÒp ng®u nhiên( xem [2], [9]).
VÓi các lí do trên chúng tôi quy∏t �‡nh chÂn �∑ tài nghiên c˘u cho lu™n án cıa mình là: MÎt
sË vßn �∑ cıa gi£i tích ng®u nhiên trên không gian Banach và không gian Banach
xác sußt.
2. Mˆc �ích nghiên c˘u

Lu™n án nghiên c˘u v∑ s¸ hÎi tˆ cıa các dãy toán t˚ ng®u nhiên, dãy martingale toán t˚
ng®u nhiên trong không gian Banach.
Lu™n án nghiên c˘u v∑ “�a t§p quán tính trung bình bình ph˜Ïng”, tìm �i∑u kiªn �£m b£o cho
s¸ tËn t§i cıa nó �Ëi vÓi mÎt lÓp các ph˜Ïng trình vi phân ng®u nhiên t¸a tuy∏n tính trên mÎt
không gian Hilbert th¸c kh£ li.
Lu™n án nghiên c˘u s¸ tÁn t§i và tính duy nhßt cıa nghiªm cıa bài toán Cauchy vÓi ph¶n
tuy∏n tính là toán t˚ sinh cıa mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ.
3. �Ëi t˜Òng nghiên c˘u

�Ëi t˜Òng nghiên c˘u cıa lu™n án là tr˜Ìng các bi∏n ng®u nhiên nh™n giá tr‡ trong không
gian Banach và dãy các toán t˚ ng®u nhiên nh™n giá tr‡ trong không gian Bannach.
4. Ph§m vi nghiên c˘u

Lu™n án nghiên c˘u các �‡nh l˛ v∑ hÎi tˆ cho dãy các martingale toán t˚ ng®u nhiên trong
không gian Banach.

1



Tìm �i∑u kiªn �£m b£o cho s¸ tËn t§i cıa nó �Ëi vÓi mÎt lÓp các ph˜Ïng trình vi phân ng®u
nhiên t¸a tuy∏n tính và bài toán Cauchy vÓi ph¶n tuy∏n tính là toán t˚ sinh cıa mÎt C-n˚a
nhóm b‡ ch∞n mÙ.
5. Ph˜Ïng pháp nghiên c˘u

Lu™n án s˚ dˆng các kæ thu™t cıa xác sußt, gi£i tích, gi£i tích ng®u nhiên, các công cˆ cıa
martingale �∫ ch˘ng minh các �‡nh lí hÎi tˆ. MÎt sË bÍ �∑ quan trÂng nh˜: BÍ �∑ Borel-Cantelli,
l˛ thuy∏t toán t˚ tßt �‡nh, s˚ dˆng bßt �Øng th˘c Cauchy-Schwarz và tính chßt �Øng c¸ cıa
tích phân Ito ... cÙng �˜Òc s˚ dˆng �∫ ch˘ng minh các k∏t qu£.

6. fi nghæa khoa hÂc và th¸c tiπn

fi nghæa khoa hÂc: góp ph¶n làm phong phú thêm các k∏t qu£ và s¸ hi∫u bi∏t v∑ hÎi tˆ cıa
chuÈi ng®u nhiên,các bi∏n ng®u nhiên nh™n giá tr‡ trong không gian Banach, cÙng nh˜ các k∏t
qu£ cıa toán t˚ ng®u nhiên;LÓp các ph˜Ïng trình vi phân ng®u nhiên t¸a tuy∏n tính và bài
toán Cauchy vÓi ph¶n tuy∏n tính là toán t˚ sinh cıa mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ.

fi nghæa th¸c tiπn: lu™n án góp ph¶n phát tri∫n l˛ thuy∏t cıa toán t˚ ng®u nhiên nh™n giá
tr‡ trong không gian Banach cıa l˛ thuy∏t xác sußt.
7. TÍng quan và cßu trúc lu™n án
7.1. TÍng quan lu™n án. Không gian Banach xác sußt và l˛ thuy∏t toán t˚ ng®u nhiên tr˜Óc
h∏t là s¸ phát tri∫n t¸ nhiên cıa l˛ thuy∏t gi£i tích hàm tßt �‡nh. HÏn n˙a, các khái niªm cÏ
b£n trong xác sußt nh˜ không gian - không gian các bi∏n ng®u nhiên nh™n giá tr‡ trong không
gian Banach chø là tr˜Ìng hÒp riêng cıa không gian Banach xác sußt. Ma tr™n ng®u nhiên-mÎt
lænh v¸c �ang phát tri∫n m§nh m≥ trên th∏ giÓi hiªn nay, không có gì khác hÏn là tr˜Ìng hÒp
h˙u h§n chi∑u cıa toán t˚ ng®u nhiên, quá trình ng®u nhiên là tr˜Ìng hÒp riêng cıa hàm nh™n
giá tr‡ trong không gian Banach xác sußt. Quan trÂng hÏn n˙a là không gian Banach xác sußt
và l˛ thuy∏t toán t˚ ng®u nhiên có rßt nhi∑u ˘ng dˆng trong các lænh v¸c khác nhau nh˜ trong
toán tài chính, cÏ hÂc, v™t l ,̨. . .
N´m 2009, Damir Filipovic, Michael Kupper, Nicolas Vogelpoth [1] �ã trình bày không gian
xác sußt ng®u nhiên nh˜ng vÓi - tôpô lÁi �‡a ph˜Ïng. �˜a ra �‡nh l˛ tách siêu phØng, nghiên
c˘u tính liên tˆc d˜Ói, kh£ vi d˜Ói bi∫u diπn �Ëi ng®u Fenchel- Moreau cıa mÎt hàm -lÁi, và
nêu mÎt sË áp dˆng �∫ nghiên c˘u �Î �o rıi ro entropic trong toán tài chính.
N´m 2010, T. Guo [3] �ã �˜a ra mËi liên hª gi˙a hai tôpô trên, và mÎt sË k∏t qu£ v∑ không
gian �Ëi ng®u và �‡nh l˛ Han-Banach.
N´m 2013, Xia Zhang [11], �ã nghiên c˘u mÎt sË tính chßt cıa các toán t˚ trên không gian
này.
N´m 2015, Tiexin Guo, Shien zhao, Xiaolin zeng, [5] �ã nghiên c˘u mÎt sË tính chßt v∑ gi£i
tích lÁi trên không gian Banach xác sußt và các áp dˆng cho toán tài chính.
N´m 2012-2013, Xia Zhang và Ming liu �ã �˜a ra khái niªm n˚a nhóm các toán t˚ và nghiên
c˘u mÎt sË tính chßt cıa n˚a nhóm.
N´m 2017, T. Guo, S. Zhao, X. Zeng, [4]-[6] �ã nghiên c˘u mÎt sË tính chßt v∑ gi£i tích lÁi trên
không gian Banach xác sußt và các áp dˆng cho toán tài chính.
N´m 2018-2019 , T.Guo và các tác gi£ �ã �˜a ra các k∏t qu£ v∑ �i∫m bßt �Îng ng®u nhiên [7]
và nghiên c˘u mÎt sË tính chßt gi£i tích trên không gian Banach xác sußt này [8].
Trong l˛ thuy∏t toán t˚ ng®u nghiên �˜Òc nghiên c˘u bi nhóm cıa giáo s˜ �∞ng Hùng Th≠ng
t¯ khá sÓm vÓi các k∏t qu£ �¶u tiên t¯ n´m 1987 ([12]) sau �ó �˜Òc phát tri∫n trong nhi∑u bài
báo khác (xem [12-13], [16])
Trong n´m 2019, DH. Thang, TC. Son, N.Thinh, [23] nghiên c˘u các tính chßt gi£i tích cıa
hàm nh™n giá tr‡ trong không gian Banach xác sußt, l˛ thuy∏t toán t˚, n˚a nhóm toán t˚ và
thu �˜Òc phiên b£n ng®u nhiên cıa �‡nh l˛ Hile-Yosida.
Trong lu™n án này chúng tôi ti∏p tˆc nghiên c˘u v∑ s¸ hÎi tˆ cıa dãy các toán t˚ ng®u nhiên
nh™n giá tr‡ trong không gian Banach.
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Trong lu™n v´n này chúng tôi nghiên c˘u v∑ hÎi tˆ hoàn toàn, hÎi tˆ hoàn toàn trung bình,
và �ánh giá tËc �Î hÎi tˆ cıa chuÈi các tr˜Ìng hiªu martingale nh™n giá tr‡ trong không gian
p-kh£ trÏn.
Các k∏t qu£ cıa lu™n án �ã �˜Òc báo cáo t§i Seminar bÎ môn và t§i các hÎi ngh‡: HÎi ngh‡
toán hÂc toàn quËc l¶n th˘ 14 (Nha trang, 2018); HÎi Ngh‡ Khoa HÂc Toàn quËc" MÎt sË
chı �∑ thÌi s¸ trong toán hÂc và ˘ng dˆng" (Viªn nghiên c˘u cao cßp v∑ Toán và Tr˜Ìng �H
Khoa hÂc T¸ nhiên-�HQG Hà NÎi, 2021), , và �ã �˜Òc �´ng và nh™n �´ng  các t§p chí:VNU
Journal of Science( Mathematics – Physics),Random operators and stochastic equations.
7.2 Cßu trúc lu™n án. Ngoài ph¶n m �¶u, K∏t lu™n, Danh mˆc các bài báo cıa nghiên c˘u
sinh liên quan �∏n lu™n án và tài liªu tham kh£o, lu™n án �˜Òc trình bày trong ba ch˜Ïng.

Ch˜Ïng 1 trình bày các khái niªm v∑ toán t˚ ng®u nhiên, kì vÂng có �i∑u kiªn cıa bi∏n
ng®u nhiên nh™n giá tr‡ trong không gian Banach, các �‡nh nghæa v∑ tích phân Riemann, tích
phân ng®u nhiên Ito, khái niªm v∑ không gian Banach. Ngoài ra, mÎt sË d§ng hÎi tˆ cıa tr˜Ìng
các bi∏n ng®u nhiên, toán t˚ ng®u nhiên cÙng �˜Òc trình bày.

Ch˜Ïng 2 gÁm hai mˆc, mˆc 2.1 ta thi∏t l™p các �i∑u kiªn hÎi tˆ cıa dãy các toán t˚ ng®u
nhiên, dãy hiªu martingale toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n trong không gian Banach. Mˆc 2.2 �˜a
ra khái niªm “�a t§p quán tính trung bình bình ph˜Ïng”, tìm �i∑u kiªn �£m b£o cho s¸ tËn t§i
cıa nó �Ëi vÓi mÎt lÓp các ph˜Ïng trình vi phân ng®u nhiên t¸a tuy∏n tính trên mÎt không
gian Hilbert th¸c kh£ li.
Ch˜Ïng 3 gÁm hai mˆc, mˆc 3.1 �˜a ra khái niªm C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ cıa các �Áng cßu
module liên tˆc. Mˆc 3.2 trình bày các k∏t qu£ v∑ s¸ tÁn t§i và tính duy nhßt cıa nghiªm cıa
bài toán Cauchy vÓi ph¶n tuy∏n tính là toán t˚ sinh cıa mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ.
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Ch˜Ïng 1

Ki∏n th˘c chu©n b‡

Trong ch˜Ïng này chúng tôi trình bày ng≠n gÂn các khái niªm v∑ toán t˚ ng®u nhiên,toán
t˚ ng®u nhiên �Îc l™p, kì vÂng, kì vÂng có �i∑u kiªn cıa bi∏n ng®u nhiên nh™n giá tr‡ trong
không gian Banach, các �‡nh nghæa v∑ tích phân Riemann, tích phân ng®u nhiên Ito, khái niªm
v∑ không gian Banach xác sußt. Ngoài ra, mÎt sË d§ng hÎi tˆ cıa tr˜Ìng các bi∏n ng®u nhiên,
toán t˚ ng®u nhiên cÙng �˜Òc trình bày. Trong toàn bÎ lu™n án, các h¨ng sË d˜Ïng C xußt
hiªn trong các công th˘c toán không nhßt thi∏t ph£i giËng nhau trong mÈi l¶n xußt hiªn.

1.1 Toán t˚ ng®u nhiên trên không gian Banach kh£ ly

1.1.1 Toán t˚ ng®u nhiên

Trong ch˜Ïng này, ta xét (⌦,F ,P) là không gian xác sußt �¶y �ı, , K là tr˜Ìng sË th¸c
R ho∞c tr˜Ìng sË ph˘c C, N là t™p các sË nguyên d˜Ïng, L0(⌦,K) là �§i sË trên K gÁm các
lÓp t˜Ïng �˜Ïng cıa các bi∏n ng®u nhiên K-giá tr‡ F -�o �˜Òc �Ëi vÓi các phép nhân vô h˜Óng
và phép cÎng thông th˜Ìng gi˙a các lÓp t˜Ïng �˜Ïng. Dπ thßy, L0(⌦,R) �˜Òc s≠p th˘ t¸ t¯ng
ph¶n theo nghæa ⇠  ⌘ khi và chø khi ⇠0(!)  ⌘

0(!) P� h.c.c trong �ó ⇠
0 và ⌘

0 lá các ph¶n t˚
�uÂc chÂn tùy ˛ trong các lÓp t˜Ïng �˜Ïng ⇠ và ⌘ thuÎc L0(⌦,R) t˜Ïng ˘ng.

HÏn n˙a, t¯ [19] ta nh™n thßy L0(⌦,R) là mÎt dàn (lattice) �¶y �ı theo nghæa: vÓi mÂi t™p
con H b‡ ch∞n trên (ho∞c b‡ ch∞n d˜Ói) �∑u có c™n trên �úng (ho∞c c™n d˜Ói �úng) mà ta k˛
hiªu là

W
H (ho∞c

V
H t˜Ïng ˘ng).

Gi£ s˚ ⇠ và ⌘ là các ph¶n t˚ thuÎc L0(⌦,R) ta nói ⇠ < ⌘ n∏u ⇠  ⌘ và ⇠ 6= ⌘. HÏn
n˙a, vÓi A 2 F ta nói ⇠ > ⌘ trên A n∏u ⇠

0(!) > ⌘
0(!) P�h.c.c trên A trong �ó ⇠

0 và ⌘
0

t˜Ïng ˘ng là các ph¶n t˚ �§i diªn tùy ˛ cıa các lÓp t˜Ïng �˜Ïng ⇠ và ⌘. �∞c biªt, ta k˛ hiªu
L
+
0 (⌦) =

�
⇠ 2 L0(⌦,R)|⇠ � 0 trên ⌦

 
.

CuËi cùng, ta l˜u ˛ r¨ng, s¸ hÎi tˆ trong L0(⌦,K) �˜Òc hi∫u là s¸ hÎi tˆ theo xác sußt, và ta
vi∏t p- lim

n!1
xn = x n∏u dãy (xn) 2 L0(⌦,K) hÎi tˆ v∑ x trong L0(⌦,K).

�‡nh nghæa 1.1 ([15]). Cho X, Y là các không gian Banach kh£ ly. Ánh x§ tuy∏n tính liên
tˆc A t¯ X vào L

Y

0 (⌦) �˜Òc gÂi là toán t˚ ng®u nhiên t¯ X vào Y .

�‡nh nghæa 1.2 ([15]). Toán t˚ ng®u nhiên A : X ! Y �˜Òc gÂi là b‡ ch∞n n∏u tÁn t§i mÎt
bi∏n ng®u nhiên th¸c k(!) sao cho vÓi mÈi x 2 X ta có

kAx(!)k  k(!)kxk h.c.c

Theo [15, �‡nh l˛ 3.1] luôn tÁn t§i ánh x§ TA : ⌦ �! L(X;Y ) sao cho

Ax(!) = TA(!)x h.c.c (1.1)

4



Dπ thßy TA là duy nhßt.
Cho A là toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n t¯ không gian Banach kh£ li X vào không gian Banach
kh£ li Y . Theo [15] ta có th∫ �‡nh nghæa toán t˚ tuy∏n tính liên tˆc Ã : LX

0 (⌦) ! L
X

0 (⌦) là m
rÎng cıa A nh˜ sau:

• N∏u u là mÎt bi∏n ng®u nhiên X-giá tr‡ có d§ng u(!) =
nP

i=1
1Eixi, thì Ãu =

nP
i=1

1EiAxi.

• N∏u u 2 L
X

0 (⌦) và {un, n � 1} là mÎt dãy các bi∏n ng®u nhiên �Ïn gi£n X-giá tr‡ th‰a
mãn p lim

n!1
un = u thì tÁn t§i giÓi h§n p lim

n!1
Ãun. HÏn n˙a, giÓi h§n này không phˆ

thuÎc vào viªc chÂn các dãy {un, n � 1} và lúc này ta k˛ hiªu là Ãu.

T¯ �ây, �∫ �Ïn gi£n ta vi∏t Au thay cho Ãu và Au �˜Òc gÂi là tác �Îng cıa A lên bi∏n ng®u
nhiên X-giá tr‡ u.

BÍ �∑ 1.1. Cho A là toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n và Ax(!) = T (!)x h.c.c. Khi �ó, tÁn t§i
u 2 L

X
0 (⌦) sao cho Ax(!) = T (!)x.

�‡nh l˛ 1.1. 1. N∏u {An;n � 1} là hÎi tˆ v∑ A theo xác sußt và hÂ {kTnk;n � 1} b‡ ch∞n
theo xác sußt, thì {Anu;n � 1} là hÎi tˆ v∑ Au theo xác sußt vÓi mÂi u 2 L

X

0 (⌦).

2. N∏u {An;n � 1} là hÎi tˆ v∑ A h.c.c. và hÂ {kTnk;n � 1} b‡ ch∞n h.c.c., thì {Anu;n � 1}
là hÎi tˆ v∑ Au h.c.c. vÓi mÂi u 2 L

X

0 (⌦).

Hª qu£ 1.1. 1. N∏u {An;n � 1} là hÎi tˆ �∑u v∑ A theo xác sußt, thì {Anu;n � 1} là hÎi
tˆ v∑ Au theo xác sußt vÓi mÂi u 2 L

X

0 (⌦).

2. N∏u {An;n � 1} là hÎi tˆ �∑u v∑ A h.c.c., thì {Anu;n � 1} là hÎi tˆ v∑ Au h.c.c. vÓi
mÂi u 2 L

X

0 (⌦).

�‡nh nghæa 1.3. Cho X, Y là các không gian Banach th¸c kh£ ly, Gi£ s˚ A,An (n � 1) là các
toán t˚ ng®u nhiên t¯ X vào Y . Khi �ó

i) An �˜Òc gÂi là hÎi tˆ h¶u ch≠c ch≠n tÓi A và vi∏t An

h.c.c�! A khi n ! 1 n∏u

An(x)
h.c.c�! A(x) vÓi mÂi x 2 X.

ii) An �˜Òc gÂi là hÎi tˆ tÓi A theo trung bình cßp p > 0 (hay ng≠n gÂn là hÎi tˆ theo Lp)

khi n ! 1 và ta vi∏t An

Lp! A khi n ! 1 n∏u:

lim
n!1

EkAn(x)� A(x)kp = 0 vÓi mÂi x 2 X.

�‡nh l˛ 1.2. Cho V là không gian �‡nh chu©n và A : V ! X là mÎt ánh x§ tuy∏n tính. Khi
�ó

i) A là liên tˆc khi và chø khi A là b‡ ch∞n theo xác sußt.

ii) Nói chung, n∏u A liên tˆc thì không suy ra �˜Òc A b‡ ch∞n.

Ví dˆ 1.1. Cho H là không gian Hilbert,, V = H,X = L
H

0 (⌦) và (⇠n) là d®y Gaussi chu©n
N(0, 1). VÓi mÈi x 2 H ta có chuÈi

P1
n=1 ⇠n(x, en)en hÎi tˆ h¶u ch≠c ch≠n trong H. Xác �inh

ánh x§ A : V ! X nh˜ sau Ax =
P1

n=1 ⇠n(x, en)en. Ta thßy A tuy∏n tính và liên tˆc.
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1.1.2 K˝ vÂng có �i∑u kiªn

Cho không gian xác sußt �¶y �ı (⌦,F , P ) và không gian Banach kh£ ly th¸c X , u : ⌦ ! X
là bi∏n ng®u nhiên nh™n giá tr‡ trong không gian Banach X (gÂi t≠t là bi∏n ng®u nhiên X -giá
tr‡). Kì vÂng cıa bi∏n ng®u nhiên u �˜Òc �‡nh nghæa là tích phân Bochner cıa u (n∏u tÁn t§i)
và �˜Òc kí hiªu là E(u) ho∞c Eu.

�‡nh nghæa 1.4 (xem [60], trang 179). Cho u : ⌦ ! X là bi∏n ng®u nhiên X -giá tr‡ kh£ tích
Bochner và G là mÎt �-�§i sË con cıa F . Kì vÂng có �i∑u kiªn cıa bi∏n ng®u nhiên u �Ëi vÓi
�-�§i sË G là bi∏n ng®u nhiên X -giá tr‡, k˛ hiªu là E(u|G) và th‰a mãn 2 �i∑u kiªn:

(i) E(u|G) là G-�o �˜Òc,
(ii) E(E(u|G)I(A)) = E(uI(A)) vÓi mÂi A 2 G.

Mªnh �∑ 1.1 (xem [60], trang 179). Cho u : ⌦ ! X là bi∏n ng®u nhiên X -giá tr‡ kh£ tích
Bochner và G là mÎt �-�§i sË con cıa F . Khi �ó kì vÂng có �i∑u kiªn E(u|G) tÁn t§i.

Chú ˛ r¨ng, bi∏n ng®u nhiên X -giá tr‡ u kh£ tích Bochner khi và chø khi Ekuk < 1. Vì
th∏, n∏u Ekuk < 1 thì tÁn t§i kì vÂng có �i∑u kiªn E(u|G) vÓi mÂi �-�§i sË G ⇢ F . Các tính
chßt v∑ kì vÂng có �i∑u kiªn cıa bi∏n ng®u nhiên X -giá tr‡ có th∫ xem trong các tài liªu [60]
và [61].

�‡nh nghæa 1.5 ([14]). Cho u là bi∏n ng®u nhiên có k˝ vÂng (X 2 L1). K˝ vÂng có �i∑u kiªn
cıa bi∏n ng®u nhiên kh£ tích u �Ëi vÓi A 2 F k˛ hiªu là E(u|A) là mÎt bi∏n ng®u nhiên M

th‰a mãn:

1) M là A-�o �˜Òc;

2) VÓi mÂi A 2 A ta có

Z

A

MdP =

Z

A

udP

S¸ tÁn t§i và duy nhßt cıa E(u|A) �˜Òc ch˘ng minh nh˜ sau: Xét hàm t™p

A 7! Q(A) =

Z

A

udP,A 2 A

Dπ thßy Q là mÎt �Î �o có dßu trên A và P (A) = 0 ! Q(A) = 0. Theo �‡nh l˛ R�N tÁn
t§i duy nhßt bi∏n ng®u nhiên M là A - �o �˜Òc và Q(A) =

R
A
MdP t˘c là

Q(A) =

Z

A

udP !
Z

A

MdP =

Z

A

udP

BÍ �∑ 1.2. Cho B là toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n t¯ không gian Banach kh£ ly X vào không
gian Banach kh£ ly Y , Bx = TBx h.c.c vÓi mÈi x 2 X, và G là sub-�-�§i sô cıa F . Khi �ó,
vÓi mÈi " > 0, ta có

P(E(kBuk|G) > ")  P(E(kTBkkuk|G) > "/r) +P(kuk > r).

BÍ �∑ 1.3. Cho A là toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n, G là �-�§i sË con cıa F và E(Ax|G) = 0
vÓi mÂi x 2 X. Khi �ó, vÓi mÂi u 2 G ta có E(Au|G) = 0.

�‡nh nghæa 1.6. Cho A là toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n t¯ không gian Banach kh£ ly X vào
không gian Banach kh£ ly Y và ta k˛ hiªu F (A) là �-�§i sË sinh bi hÂ {Ax, x 2 X}. Ta
�§t Fn = �{F (Ai), i  n}. Khi �ó, hÂ các toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n {An, n � 1} �˜Òc gÂi
là mÎt dãy Martingale gÁm các toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n n∏u E(An+1x|Fn) = Anx vÓi mÂi
x 2 X,n � 1.
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1.1.3 Không gian Banach có tính chßt Radon-Nikodym

�‡nh nghæa 1.7. Lßy µ : F ! X là mÎt hàm t™p X -giá tr‡ �-cÎng tính.

• µ �˜Òc gÂi là có bi∏n phân b‡ ch∞n n∏u bi∏n phân toàn ph¶n

Vµ = sup{
nX

k=1

kµ(Ak)k : Ak 2 F ,⌦ = [n

n=1Ak, {Ak}nk=1 là rÌi nhau}

là h˙u h§n.

• µ �˜Òc gÂi là liên tˆc tuyªt �Ëi vÓi P n∏u vÓi mÈi A 2 F , µ(A) = 0 mÈi khi P (A) = 0.

�‡nh nghæa 1.8. ( [3]) Không gian Banach X gÂi là có tính chßt Radon-Nikodym(R-N), n∏u
mÂi hàm t™p µ là �-cÎng tính, nh™n giá tr‡ trong X và có bi∏n phân b‡ ch∞n (t˘c là,Vµ(⌦) =

sup{
nP

k=1
µ(Ak)/Ak 2 F , Ak �ôi mÎt rÌi nhau} < +1) liên tˆc theo P �∑u có mÎt bi∫u diπn tích

phân, nói cách khác, tÁn t§i f 2 L
X

1 (⌦) sao cho

µ(A) =

Z

A

f(s)P (d(s)) vÓi mÂil A 2 F .

�‡nh l˛ 1.3. ([3]) Cho không gian xác sußt (⌦,F ,P) và không gian Banach X. Khi �ó vÓi
dãy Martingale{⇠n,Fn, n � 1} X-giá tr‡ thì các phát bi∫u sau là t˜Ïng �˜Ïng:

1. N∏u sup
n�1

Ek⇠nk < 1 thì tÁn t§i ⇠ 2 L
X
1 (⌦) sao cho ⇠ = lim

n!1
⇠n h.c.c.

2. N∏u sup
n�1

Ek⇠nkp < 1 (1 < p < 1) thì tÁn t§i ⇠ 2 L
X
p
(⌦) sao cho lim

n!1
Ek⇠n � ⇠kp = 0.

3. Không gian X có tính chßt Radon-Nikodym t˜Ïng ˘ng vÓi không gian xác sußt (⌦,F ,P).

1.2 Tích phân ng®u nhiên cıa hàm ng®u nhiên nh™n giá tr‡ trên
không gian Banach kh£ ly

1.2.1 Tích phân ng®u nhiên Riemann

�‡nh nghæa 1.9. Cho hàm f : [a, b] ! S. Khi �ó, f �˜Òc gÂi là kh£ tích Riemann trên [a, b]
n∏u tÁn t§i I thuÎc vào S �∫ có: vÓi " và � là các sË th‰a mãn � < 1, tÁn t§i sË d˜Ïng �(",�)
sao cho

P

(
! 2 ⌦ |

�����

nX

i=1

f (⇠i)�xi � I

����� (!) < "

)
> 1� �

trong �ó P = {x1, x2, . . . , xk, . . . , xn} là mÎt phân ho§ch h˙u h§n nào �ó, và ⇠i 2 [xi � 1, xi] (1 
i  n ) chÂn tùy ˛ th‰a �(P) < �(",�).

HÏn n˙a, ta gÂi I là tích phân Riemann cıa f �Ëi vÓi (",�) - tôpô trên [a, b] và k˛ hiªu làZ
b

a

f(t)dt.

Mªnh �∑ 1.2. Gi£ s˚ f : [a, b] ! S là mÎt hàm liên tˆc sao cho
W

t2[a,b] kf(t)k 2 L
0
+(F). Khi

�ó, f kh£ tích Riemann theo (",�) - tôpô trên [a, b]. HÏn n˙a, n∏u
W

t2[a,b] kf(t)k 2 L
2(F , R)

thì f kh£ tích Riemann theo chu©n k · k2 trên [a, b].
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Mªnh �∑ 1.3. Gi£ s˚ f : [a, b] ! S là mÎt hàm kh£ vi sao cho
W

t2[a,b] kf(t)k 2 L
0
+(F). Khi

�ó, n∏u f
0 kh£ tích Riemann trên [a, b] và

_⇢����
f (t1)� f (t2)

t1 � t2

���� | t1, t2 2 [a, b] vÓi t1 6= t2

�
2 L

0
+(F),

thì f(b)� f(a) =

Z
b

a

f
0(t)dt.

Nh™n xét 1.1 ([33]). Ta nh™n thßy r¨ng ánh x§ f : [a, b] ! X là L
0-Lipschitz trên [a, b] khi

và chø khi ánh x§ f th‰a mãn

_
⇢����

f (t1)� f (t2)

t1 � t2

���� : t1, t2 2 [a, b] và t1 > t2

�
2 L

0
+(F ).

1.2.2 Tích phân ng®u nhiên Ito

�‡nh nghæa 1.10. Tích phân ng®u nhiên cıa � 2 ⇤2 (KQ, H) ˘ng vÓi K-giá tr‡ Q-Wiener Wt

là thác tri∫n tuy∏n tính �Øng c¸ duy nhßt cıa ánh x§ �(·) !
Z

T

0
�(s)dWs t¯ lÓp các quá trình

cÏ b£n b‡ ch∞n vào L
2(⌦, H) thành mÎt ánh x§ t¯ ⇤2 (KQ, H) vào L

2(⌦, H) sao cho £nh cıa

�(t) = �1{0}(t) +
n�1P
j=0

�j1(tj ,tj+1](t) là
n�1P
j=0

�j

�
Wtj+1 �Wtj

�
.

VÓi � 2 ⇤2 (KQ, H), ta �‡nh nghæa tích phân ng®u nhiên

Z
t

0
�(s)dWs, 0  t  T bi công

th˘c

Z
t

0
�(s)dWs =

Z
T

0
�(s)1[0,t](s)dWs

�‡nh l˛ 1.4. Tích phân ng®u nhiên � !
Z

0
�(s)dWs ˘ng vÓi quá trình K-giá tr‡ Q-Wiener

Wt là mÎt phép �Øng c¸ gi˙a ⇤2 (KQ, H) và không gian các martingale trung bình kh£ tích liên
tˆc M 2

T
(H), t˘c là

E

����
Z

t

0
�(s)dWs

����
2

H

= E

Z
t

0
k�(s)k2L2(KQ,H)ds < 1

vÓi t 2 [0, T ].

Bi∏n phân toàn ph˜Ïng cıa tích phân ng®u nhiên

Z
t

0
�(s)dWs và quá trình t´ng ˘ng vÓi

����
Z

t

0
�(s)dWs

����
2

H

�˜Òc cho bi

⌧⌧Z

0
�(s)dWs

��

t

=

Z
t

0

⇣
�(s)Q1/2

⌘⇣
�(s)Q1/2

⌘⇤
ds.

và ⌧Z

0
�(s)dWs

�

t

=

Z
t

0
tr
⇣⇣

�(s)Q1/2
⌘⇣

�(s)Q1/2
⌘⇤⌘

ds

=

Z
t

0
k�(s)k2L2 (KQ, H) ds.
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1.3 Không gian Banach xác sußt

1.3.1 �Áng cßu RN modul

�‡nh nghæa 1.11 ([33]). MÎt c∞p (X , k · k) �˜Òc gÂi là mÎt RN module trên K có cÏ s
(⌦,F ,P) n∏u X là mÎt module trái �Ëi vÓi �§i sË L0(⌦,K) và k · k là mÎt ánh x§ t¯ X vào
L
+
0 (⌦) th‰a mãn các �i∑u kiªn sau:

(1) kpk = 0 khi và chø khi p = ✓ (ph¶n t˚ không cıa X );

(2) k⇠pk = |⇠| · kpk, 8⇠ 2 L0(⌦,K) và p 2 X ;

(3) kp+ qk  kpk+ kqk, 8p.q 2 X .

Khi �ó, ánh x§ k · k : X ! L
+
0 (⌦) �˜Òc gÂi là mÎt L0-chu©n trên X .

Dπ thßy, (L0(⌦,K), | · |) là mÎt RN module trên K có cÏ s là (⌦,F ,P).
Ti∏p theo, vÓi (X , k ·k) là mÎt RN module trên K có cÏ s (⌦,F ,P), ta nh≠c nh≠c l§i tôpô

c£m sinh bi L0-chu©n trên X (xem [33]) nh˜ sau: VÓi các sË th¸c d˜Ïng tùy ˛ " và � th‰a
mãn 0 < � < 1, ta �∞t N✓(",�) = {x 2 X | P{! 2 ⌦ | kxk(!) < "} > �}.
Khi �ó {N✓(",�) | " > 0, 0 < � < 1} , là mÎt cÏ s �‡a ph˜Ïng t§i ✓ �Ëi vÓi tôpô tuy∏n tính
Hausdorff nào �ó. Tôpô tuy∏n tính này thông th˜Ìng �˜Òc gÂi là (",�)-tôpô. Trong lu™n án
này, ta luôn gi£ s˚ (X , k · k) �˜Òc g≠n vÓi (",�)-tôpô.

Nh™n xét 1.2 ([33]). i) Viªc xây d¸ng (",�) - tôpô cho mÎt RN module k∏t th¯a t¯ ˛
t˜ng Schweizer và Sklar cho không gian metric xác sußt.

ii) MÎt dãy {xn, n 2 N} thuÎc X hÎi tˆ theo (",�) - tôpô �∏n x 2 X khi và chø khi
{kxn � xk , n 2 N} hÎi tˆ theo xác sußt P v∑ 0.

iii) (",�) -tôpô trên (L0(F , K), | · |) trùng vÓi tôpô hÎi tˆ theo xác sußt.

Mªnh �∑ 1.4. VÓi u, v 2 X,A,B 2 F , A \ B = ; ta có

k1Au+ 1Bvk = 1Akuk+ 1Bkvk

�‡nh nghæa 1.12. Cho X là không gian xác sußt �‡nh chu©n. Khi �ó

i) MÎt dãy (un) ⇢ X là hÎi tu tÓi u 2 X n∏u kun � uk hÎi tu �∏n 0 trong L0(⌦).

ii) MÎt dãy (un) ⇢ X là dãy Cauchy n∏u vÓi mÈi " > 0 ta có

lim
n,m!1

P (kun � umk > ") = 0.

iii) X �˜Òc gÂi là không gian Banach xác sußt n∏u mÂi dãy Cauchy (un) ⇢ X là hÎi tˆ.

Ví dˆ 1.2. Cho Cho X là không gian Banach xác sußt vÓi chu©n k.kX và V là t™p con cıa
L
X

0 (⌦). VÓi mÈi⇠ 2 L0(⌦), u, v 2 L
X

0 (⌦) xác �‡nh u+ v nh˜ sau:
(u + v)(!) = u(!) + v(!) và ⇠u là (⇠u)(!) = ⇠(!)u(!). K˛ hiªu V là t™p cıa X- bi∏n ng®u
nhiên u có d§ng

u =
nX

i=1

⇠ivi, ⇠ 2 L0(⌦), vi 2 V, n = 1, 2, ...

Khi �ó V là mÎt RN modul vÓi chu©n xác �‡nh nh˜ sau kuk(!) = ku(!)kX . Bao �óng V cıa
L
X

0 (⌦) là �¶y �ı RN modul vÓi chu©n xác �‡nh nh˜ sau: kuk(!) = ku(!)kX . Khi �ó, LX

0 (⌦)
là RN modul �¶y �ı.
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�‡nh nghæa 1.13. Gi£ s˚ X là không gian Banach xác sußt. VÓi p > 0 �‡nh nghæa

X
p = {u 2 X : Ekukp < 1} .

�‡nh l˛ 1.5. VÓi p > 1, X
p là không gian Banach vÓi chu©n kukp = (Ekukp)1/p .

�‡nh nghæa 1.14. Gi£ s˚ X là không gian Banach xác sußt, V là không gian metric. Khi �ó

i) Ánh x§ � : V ! X �˜Òc gÂi là �óng n∏u vÓi mÈi (un) 2 V sao cho lim un = u, lim�un =
g, ta có u 2 V và g = �u.

ii) Ánh x§ � : V ! X �˜Òc gÂi là liên tˆc n∏u vÓi mÈi (un) 2 V sao cho lim un = u 2 V ,
ta có lim�un = �u.

iii) �Áng cßu module � : D(�) ! X gÂi là b‡ ch∞n h¶u ch≠c ch≠n (b‡ ch∞n h.c.c) n∏u tÁn
t§i bi∏n ng®u nhiên ⇠ 2 L

+
0 (⌦) sao cho

k�uk 6 ⇠kuk, 8u 2 D(�). (1.2)

iv) �Áng cßu module � : D(�) ! X �˜Òc gÂi là �óng n∏u vÓi mÈi dãy (un) 2 D(�) sao cho
lim un = u, lim�un = g ta có u 2 D(�) và g = �u.

v) �Áng cßu module � : D(�) ! X gÂi là liên tˆc n∏u vÓi mÈi dãy (un) 2 D(�) sao cho
lim un = u 2 D(�) ta có lim�un = �u.

�‡nh nghæa 1.15 ([22]). Cho X là mÎt RN module. Khi �ó

a) Ánh x§ ' : D(') ! X �˜Òc gÂi là mÎt �Áng cßu module n∏u mi∑n xác �‡nh D(') là mÎt
RN module và

'(⇠1x1 + ⇠2x2) = ⇠1'(x1) + ⇠2'(x2), 8x1, x2 2 D('), 8⇠1, ⇠2 2 L
0(F ,K).

�Áng cßu module ' : X ! X gÂi là �Áng cßu module trên X .

b) �Áng cßu module ' : D(') ! X �˜Òc gÂi là b‡ ch∞n theo xác sußt n∏u lim
t!1

sup
x2B

P (k'xk > t) =

0 trong �ó B = {x 2 X : kxk  1} là qu£ c¶u �Ïn v‡ cıa RN module D(').

c) �Áng cßu module ' : D(') ! X �˜Òc gÂi là b‡ ch∞n h¶u ch≠c ch≠n (hay ng≠n gÂn là, b‡
ch∞n h.c.c) n∏u tÁn t§i mÎt bi∏n ng®u nhiên ⇠ 2 L

0
+(F ) sao cho k'xk  ⇠kxk, x 2 D(').

d) �Áng cßu module ' : D(') ! X �˜Òc gÂi là �óng n∏u vÓi mÈi dãy (xn) 2 D(') ta �∑u
có lim xn = x, lim'xn = y ) y = 'x.

e) �Áng cßu module ' : D(') ! X �˜Òc gÂi là liên tˆc n∏u vÔi mÈi dãy (xn) 2 D(') ta có
lim xn = x 2 D(') ) lim'xn = 'x.

�‡nh nghæa 1.16. Cho X là không gian Banach xác sußt. Khi �ó

i) Ánh x§ A : D(A) ! X gÂi là ánh x§ tuy∏n tính n∏u mi∑n xác �‡nh D(A) là mÎt không
gian �‡nh chu©n và vÓi x1, x2 2 D(A), t1, t2 2 C ta có:

A(t1x1 + t2x2) = t1A(x1) + t2A(x2).
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ii) Ánh x§ � : D(�) ! X gÂi là ánh x§ tuy∏n tính m§nh n∏u mi∑n xác �‡nh D(�) là không
gian xác sußt �‡nh chu©n và vÓi u1, u2 2 D(�), ⇠1, ⇠2 2 L0(⌦), ta có

�(⇠1u1 + ⇠2u2) = ⇠1�(u1) + ⇠2�(u2).

iii) Cho B = {x 2 V : kxk 6 1} là hình c¶u �Ïn v‡ trong không gian �‡nh chu©n V. Ánh x§
A : V ! X �˜Òc gÂi là b‡ ch∞n theo xác sußt n∏u

lim
t!1

sup
x2B

P{kAxk > t} = 0, (1.3)

và gÂi là b‡ ch∞n n∏u tÁn t§i mÎt bi∏n ng®u nhiên ⇠ 2 L
+
0 (⌦) sao cho

kAxk 6 ⇠kxk 8x 2 V. (1.4)

iv) Cho B = {u 2 V : kuk 6 1} là hình c¶u �Ïn v‡ trong không gian �‡nh chu©n xác sußt V .

Ánh x§ tuy∏n tính m§nh � : V ! X �˜Òc gÂi là b‡ ch∞n theo xác sußt n∏u

lim
t!1

sup
u2B

P{k�uk > t} = 0, (1.5)

và gÂi là b‡ ch∞n n∏u tÁn t§i bi∏n ng®u nhiên ⇠ 2 L
+
0 (⌦) sao cho

k�uk 6 ⇠kuk 8u 2 V . (1.6)

Ví dˆ 1.3. Cho V là không gian Banach tách �˜Òc vÓi cÏ s Schauder e = (en) và X là không
gian Banach. CÏ s liên hÒp k˛ hiªu là e

⇤ = (e⇤
n
). Cho A : V ! L

X

0 (⌦) là toán t˚ tuy∏n tính.
K˛ hiªu: V ⇢ L

X

0 (⌦) là t™p bi∏n ng®u nhiên V - giá tr‡ u vÓi chuÈi

1X

n=1

(u, e⇤
n
)Aen (1.7)

hÎi tˆ trong L
X

0 (⌦). N∏u u 2 V khi �ó tÍng (1.7) là k˛ hiªu �u. Ta dπ dàng chø ra V là mÎt
RN module và ánh x§ � : V ! L

X

0 (⌦) là �Áng cßu module. T¯ A : X ! L
Y

0 (⌦) là liên tˆc và

x =
1P
n=1

(x, e⇤
n
)en khi �ó Ax =

1P
n=1

(x, e⇤
n
)Aen vÓi V ⇢ V và � là �Áng cßu module m rÎng cıa

A.

Ví dˆ 1.4. Cho V,X là không gian Banach tách �˜Òc và A : V ! L
X

0 (⌦) là ánh x§ tuy∏n tính
b‡ ch∞n. Theo �‡nh nghæa, có mÎt bi∏n ng®u nhiên ⇠ 2 L

+
0 (⌦) sao cho

kAxk 6 ⇠kxk 8x 2 V. (1.8)

Ánh x§ � : LV

0 (⌦) ! L
X

0 (⌦) là �Áng cßu modul b‡ ch∞n h.c.c. m rÎng cıa A.

�‡nh l˛ 1.6 ([24]). Cho X là mÎt RN module �¶y �ı và � : D(�) ! X là mÎt �Áng cßu
module. Khi �ó, các mªnh �∑ sau là t˜Ïng �˜Ïng:

i) � là b‡ ch∞n h¶u ch≠c ch≠n.

ii) � là b‡ ch∞n theo xác sußt.

iii) � là liên tˆc.
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1.3.2 Tính tích phân cıa hàm nh™n giá tr‡ trong RN modul

�‡nh nghæa 1.17. Cho X là không gian Banach xác sußt và f : [a; b] ! X .

i) Hàm f �˜Òc gÂi là kh£ vi n∏u vÓi mÈi t 2 (a, b) giÓi h§n lim
h!0

f(t+ h)� f(t)

h
tÁn t§i trong

X và ta vi∏t f 0(t) = lim
h!0

f(t+ h)� f(t)

h
.

ii) Hàm f gÂi là kh£ tích Riemann (hay ng≠n gÂn là kh£ tích) n∏u vÓi mÈi phân ho§ch I cıa
[a; b] có d§ng a = t0 < t1 < · · · < tn = b và vÓi mÈi t™p V = (si) trong �ó si 2 [ti�1, ti] thì

giÓi h§n lim
|I|!0

S(P, V, f) tÁn t§i trong X . – �ây

S(P, V, f) =
nX

i=1

f(si)(ti � ti�1); |I| = max(ti � ti�1) = max�ti

Lúc này ta k˛ hiªu u =

Z
b

a

f(t)dt.

iii) Cho hàm f xác �‡nh trên [a,+1) và kh£ tích trên mÂi t™p �óng [a, b], a < b < 1. Khi �ó,

n∏u trong X tÁn t§i giÓi h§n limb!+1

Z
b

a

f(t)dt. thì ta k˛ hiªu là

Z +1

a

f(t)dt.

BÍ �∑ 1.4. Cho f, g : [a, b] ! X và ⇠, ⌘ : [a, b] ! L0(⌦). Khi �ó

i) N∏u lim
t!t0

f(t) = u thì lim
t!t0

kf(t)k = kuk.

ii) N∏u lim
t!t0

f(t) = u; lim
t!t0

g(t) = v thì lim
t!t0

(f(t) + g(t)) = u+ v.

iii) N∏u lim
t!t0

f(t) = u, lim
t!t0

⇠(t) = ⇠0 thì lim
t!t0

⇠(t)f(t) = ⇠0u.

iv) Gi£ s˚
Bn ⇢ Bn+1,[1

n=1Bn = ⌦.

N∏u vÓi mÈi n ta có lim
k

1Bnuk = 1Bnu thì limk uk = u.

v) N∏u ⇠(t) 6 ⌘(t), lim
t!t0

⇠(t) = ⇠0, lim
t!t0

⌘(t) = ⌘0 thì ⇠0 6 ⌘0.

�‡nh l˛ 1.7. Ta có:

i) N∏u f, g kh£ vi và ⇠, ⌘ 2 L0(⌦) thì ⇠f + ⌘g cÙng kh£ vi và

(⇠f(t) + ⌘g(t))0 = ⇠f
0(t) + ⌘g

0(t).

ii) N∏u f, g kh£ tích và ⇠, ⌘ 2 L0(⌦) thì

Z
b

a

(⇠f(t) + ⌘g(t))dt = ⇠

Z
b

a

f(t)dt+ ⌘

Z
b

a

g(t)dt.
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�‡nh l˛ 1.8 ([32]). Cho � : D(�) ! X là mÎt �Áng cßu module �óng và f : [a; b] ! D(�) là

hàm kh£ tích. N∏u ánh x§ (�f) : t 7! �(f(t)) kh£ tích thì

Z
b

a

f(t)dt 2 D(�) và

Z
b

a

�f(t)dt = �

 Z
b

a

f(t)dt

!
(1.9)

�∞c biªt, n∏u � : X ! X là mÎt �Áng cßu module liên tˆc thì ta luôn có (1.9).

�‡nh l˛ 1.9. Cho f : [a; b] ! X là liên tˆc và b‡ ch∞n. Khi �ó, f kh£ tích. Trong tr˜Ìng hÒp
tÍng quát, tính liên tˆc cıa f không �£m b£o cho s¸ kh£ tích cıa f . Ta có

i) N∏u f : [a, b] ! X liên tˆc và ⇠-b‡ ch∞n thì k
Z

b

a

f(t)dtk 6
Z

b

a

kf(t)kdt. HÏn n˙a,n∏u

⇠ 2 L1(⌦) thì E

Z
b

a

kf(t)kdt =
Z

b

a

Ekf(t)kdt.

ii) Gi£ s˚ f : [a,1] ! X liên tˆc và b‡ ch∞n trên mÈi �o§n [a, b], a < b < 1. Khi �ó, n∏uZ 1

a

kf(t)kdt tÁn t§i thì

Z 1

a

f(t)dt cÙng tÁn t§i và

k
Z 1

a

f(t)dtk 6
Z 1

a

kf(t)kdt.

�‡nh nghæa 1.18 ([32]). Ánh x§ f : [a, b] ! X �˜Òc gÂi là L
0-Lipschitz trên [a, b] n∏u tÁn t§i

⌘ 2 L
0
+(F ) sao cho kf(t)� f(s)k  ⌘|t� s|, 8t, s 2 [a, b].

�‡nh l˛ 1.10 (The fundamental theorem of calculus, [25]). Cho f : [a, b] ! X là mÎt hàm kh£
vi liên tˆc. Gi£ s˚ f là L

0-Lipschitz trên [a, b]. Khi �ó f
0 kh£ tích và

f(b)� f(a) =

bZ

a

f
0(s)ds.

Ví dˆ 1.5. Cho ⌦ = [0; 1], P là tích phân Lebesgue �o �˜Òc và X = L0(⌦). Xét hàm
f : [0, 1] ! L0(⌦) xác �‡nh f(t)(!) = 1[0,t](!). Ta có f

0(t) = 0 8t 2 [0, 1]. và

f(t+ h)(!)� f(t)(!) = 1[t,t+h](!) =

⇢
1 if t 6 ! 6 t+ h

0 các tr˜Ìn hÒp khác.

Do �ó

P

✓
|f(t+ h)� f(t)|

h
> c

◆
6 P{f(t+ h)� f(t) 6= 0}

= P (! : t 6 ! 6 t+ h)
= h.

Suy ra f
0(t) = 0, suy ra

R 1
0 f

0(s)ds = 0. Nh˜ng f(1)� f(0) = 1� 0 = 1.

13



K∏t lu™n ch˜Ïng 1

Trong Ch˜Ïng 1, lu™n án �ã gi£i quy∏t �˜Òc các vßn �∑ sau:

• Trình bày các khái niªm c¶n thi∏t, các bÍ �∑ quan trÂng �∫ phˆc vˆ các ch˜Ïng sau.

• �˜a ra các �‡nh nghæa v∑ bi∏n ng®u nhiên, toán t˚ ng®u nhiên trên không gian Banach
kh£ ly, các lo§i hÎi tˆ cıa toán t˚ ng®u nhiên.

• �˜a ra các �‡nh nghæa v∑ k˝ vÂng có �i∑u kiªn cıa bi∏n ng®u nhiên, tích phân ng®u nhiên
cıa hàm ng®u nhiên nh™ giá tr‡ trên không gian banach kh£ ly,�‡nh nghæa v∑ không gian
banach xác sußt, các ví dˆ và so sánh quan trong.
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Ch˜Ïng 2

Hai vßn �∑ cıa gi£i tích ng®u nhiên trên không gian Banach

Trong ch˜Ïng này, tôi xin trình bày hai vßn �∑ cıa gi£i tích ng®u nhiên trên không gian
Banach. Tr˜Óc tiên, ta thi∏t l™p các �i∑u kiªn �∫ toán t˚ ng®u nhiên, toán t˚ ng®u nhiên m
rÎng và martingale toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n hÎi tˆ. HÏn n˙a chúng tôi �‡nh nghæa tích các
toán t˚ ng®u nhiên không b‡ ch∞n �Îc l™p và s˚ dˆng các kæ thu™t hÎi tˆ cıa martingale �˜a
ra �i∑u kiªn �∫ tích vô h§n các toán t˚ ng®u nhiên không b‡ ch∞n �Îc l™p hÎi tˆ. Các k∏t qu£
này �ã �˜Òc g˚i �´ng trong [55] và [56]. Ti∏p theo, chúng tôi xây d¸ng khái niªm “�a t§p quán
tính trung bình bình ph˜Ïng”, tìm �i∑u kiªn �£m b£o cho s¸ tËn t§i cıa nó �Ëi vÓi mÎt lÓp các
ph˜Ïng trình vi phân ng®u nhiên t¸a tuy∏n tính trên mÎt không gian Hilbert th¸c kh£ li.

2.1 S¸ hÎi tˆ cıa dãy Martingal các toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n

2.1.1 GiÓi thiªu bài toán

Viªc nghiên c˘u các toán t˚ ng®u nhiên không chø mang ˛ nghæa là s¸ m rÎng cıa các
toán t˚ tßt �‡nh mà còn vì nh˙ng ˘ng dˆng rÎng rãi cıa nó và �˜Òc nghiên c˘u theo nhi∑u
h˜Óng khác nhau. ChØng h§n: �‡nh l˛ �i∫m bßt �Îng ng®u nhiên �Ëi vÓi các toán t˚ ng®u
nhiên, ph˜Ïng trình vi phân ngãu nhiên, toán t˚ tuy∏n tính ng®u nhiên (xem [13]-[16]). Trong
�ó, �‡nh l˛ giÓi h§n martingale luôn nh™n �˜Òc s¸ quan tâm �∞c biªt cıa nhi∑u nhà Toán hÂc
và �ã có nhi∑u k∏t qu£ �˜Òc công bË (xem [10], [11],[12],[2] và các tài liªu trích d®n �i kèm).

2.1.2 S¸ hÎi tˆ cıa dãy Martingal

Cho {An, n � 1} là dãy Martingale cıa các toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n t¯ X vào X. Khi
�ó tÁn t§i các ánh x§ Tn : ⌦ �! L(X;X) sao cho Anx(!) = Tn(!)x h.c.c.

�‡nh l˛ 2.1. Gi£ s˚ X có tính chßt Radon-Nikodym, cho p � 1 và {An, n � 1} là dãy
Martingale các toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n t¯ X vào X. Khi �ó

i) kTn(!)k (n 2 N) là các bi∏n ng®u nhiên nh™n giá tr‡ th¸c.

ii) N∏u sup
n�1

EkTnk < 1 thì tÁn t§i mÎt toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n A sao cho dãy {An, n � 1}

hÎi tˆ h.c. c. tÓi A. HÏn n˙a, kTnk cÙng là mÎt dãy hÎi tˆ h.c.c.

iii) N∏u sup
n�1

EkTnkp < 1, p > 1, thì tÁn t§i toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n A sao cho dãy

{An, n � 1} hÎi tˆ trong Lp tÓi A.

�‡nh l˛ 2.2. Gi£ s˚ X là không gian có tính chßt Radon-Nikodym, cho p � 1, {An, n � 1} là
dãy martingale các toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n t¯ X vào X. Khi �ó
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i) N∏u sup
n�1

EkTnk < 1 thì tÁn t§i mÎt toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n A sao cho dãy {Anu, n � 1}

hÎi tˆ h.c.c tÓi Au vÓi mÂi u 2 L
E
0 (⌦,F1).

ii) N∏u sup
n�1

EkTnkp < 1, (p > 1), thì tÁn t§i mÎt toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n A sao cho dãy

{Anu, n � 1} hÎi tˆ h.c.c tÓi Au vÓi mÂi u 2 L
E
q
(⌦,F1) mà

1

p
+

1

q
= 1.

iii) N∏u sup
n�1

EkTnkq < 1, (q > 1), thì tÁn t§i mÎt toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n A sao cho dãy

{An, n � 1} là hÎi tˆ trong  Lr, (q > r > 1) tÓi Au vÓi mÂi u 2 L
E
p
(⌦,F1) mà

r

p
+

r

q
= 1.

VÓi {An, n � 1} là dãy martingale các toán t˚ ng®u nhiên t¯ X vào X ta �∞t

Bnx = Anx� An�1x.

Khi �ó E(Bnx|Fn�1) = 0 và Bnx = Anx � An�1x = (Tn � Tn�1)x := TBnx. Lúc này, ta nói
{Bn, n � 1} là hiªu martingale các toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n. HÏn n˙a, ta xây dˆng các dãy
{Ab

n
, n � 1} và {Af

n
, n � 1} nh˜ sau:

A
b

n
= (I +Bn)(I +Bn�1)...(I +B1)

A
f

n
= (I +B1)...((I +Bn�1)(I +Bn)

Ti∏p theo, ta xét s¸ hÎi tˆ cıa các dãy {Ab

n
, n � 1} và {Af

n
, n � 1} t˘c là s¸ hÎi tˆ cıa các

tích
1Q

k=1
(I +Bk) và

1Q
k=1

(I +Bk).

�‡nh l˛ 2.3. Gi£ s˚ X là không gian có tinh chßt Radon-Nikodym. Cho p � 1 và {Bn, n � 1}
là dãy hiªu martingale các toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n t¯ X vào X. Khi �ó

i) N∏u E
1Q
n=1

kI + TBnk < 1 thì các tích
1Q

k=1
(I +Bk) và

1Q
k=1

(I +Bk) hÎi tˆ h.c.c.

ii) N∏u E
1Q
n=1

kI + TBnkp < 1 thì các tích
1Q

k=1
(I +Bk) và

1Q
k=1

(I +Bk) hÎi tˆ theo trung bình

cßp p.

2.2 �a t§p quán tính trung bình bình ph˜Ïng

2.2.1 GiÓi thiªu bài toán

Trong ph¶n này cıa lu™n án chúng tôi xây d¸ng khái niªm “�a t§p quán tính trung bình
bình ph˜Ïng”, tìm �i∑u kiªn �£m b£o cho s¸ tËn t§i cıa nó �Ëi vÓi mÎt lÓp các ph˜Ïng trình
vi phân ng®u nhiên t¸a tuy∏n tính trên mÎt không gian Hilbert th¸c kh£ li có d§ng

⇢
dx(t) = [�Ax(t) + f(t, x(t))] dt+ g(t, x(t))dW (t) t � s,

x(s) = xs,
(2.1)

trong �ó A là mÎt toán t˚ xác �‡nh d˜Ïng, t¸ liên hÒp và có phÍ rÌi r§c (xem Gi£ thi∏t 1);
f : R ⇥ L2(X�) ! L2(X), g : R ⇥ L2(X�) ! L2(X), W (t) là mÎt chuy∫n �Îng Brown mÎt
chi∑u thông th˜Ìng xác �‡nh trên không gian xác sußt kh£ lÂc (⌦,F ,P,Ft) vÏi

Ft = � {W (u)�W (v); u, v  t} ,
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và L2(X) là không gian gÁm các bi∏n ng®u nhiên X-giá tr‡ th‰a mãn

Ekxk2 =
Z

⌦

kxk2dP < +1.

Dπ thßy L2(X) là không gian Banach vÓi chu©n kxk2 = (Ekxk)1/2 .

Gi£ thi∏t 1. Toán t˚ A : X ! X là mÎt toán t˚ t¸ liên hÒp, xác �‡nh d˜Ïng có phÍ rÌi r§c
th‰a mãn

0 < �1  �2  ..., mÈi giá tr‡ có bÎi h˙u h§n và lim
k!1

�k = 1.

HÏn n˙a, gi£ s˚ {ek}1k=1 l™p thành mÎt cÏ s tr¸c chu©ncıa X bao gÁm các hàm riêng t˜Ïng
˘ng cıa A t˘c là, Aek = �kek.

VÓi x =
1P
k=1

hx, eki ek ta có

e
�tA

x =
1X

k=1

e
��kthx, ekiek. (2.2)

Ta xây d¸ng phép chi∏u PN lên không giancÏ s {ek : k = 1, 2, ..., N} bi công th˘c

PNx =
NX

k=1

hx, ekiek, for N 2 N⇤
. (2.3)

�∫ �Ïn gi£n, ta vi∏t P thay cho PN và k˛ hiªu Q = I � P . Khi �ó

ke�tA
Pk  e

�N |t| vÓi t 2 R ,

kA�
e
�tA

Pk  �
�

N
e
�N |t|

, t 2 R,
ke�tA

Q)k  e
��N+1t, t � 0,

kA�
e
�tA

Qk 
"✓

�

t

◆�

+ �
�

N+1

#
e
��N+1t, t > 0.

(2.4)

HÏn n˙a, ta �‡nh nghæa hàm Green

G (t, ⌧) :=

⇢
e
�(t�⌧)A

Q n∏u t > ⌧,

�e
�(t�⌧)A

P n∏u t  ⌧.
(2.5)

Dπ thßy G (t, ⌧) là mÎt ánh x§ t¯ X vào X� và t¯ các �ánh giá (2.4), vÓi � =
�N + �N+1

2
ta có

ke�(t�⌧)
A

�G (t, ⌧)k  (t, ⌧)e�↵|t�⌧ | vÓi mÂi t 6= ⌧, (2.6)

trong �ó ↵ =
�N+1 � �N

2
và (t, ⌧) =

8
<

:

✓
�

t� ⌧

◆�

+ �
�

N+1 n∏u t > ⌧,

�
�

N
n∏u t  ⌧.
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�‡nh nghæa 2.1. MÎt quá trình ng®u nhiên �o �˜Òc Ft-progressively {x(t)}
t2R �uÂc gÂi là

nghiªm nhµ cıa (2.1) n∏u nó th‰a mãn ph˜Ïng trình tích phân ng®u nhiên

x(t) = e
�(t�s)A

x(s) +

tZ

s

e
�(t�⌧)A

f(⌧, x(⌧))d⌧ +

tZ

s

e
�(t�⌧)A

g(⌧, x(⌧))dW (⌧) (2.7)

vÓi mÂi t � s và vÓi mÈi s 2 R.

Gi£ thi∏t 2. TÁn t§i các h¨ng sË Lf , Lg sao cho

Ekf(t, x)� f(t, y)k2  LfEkA�(x� y)k2, 8x, y 2 L2(X�),

Ekg(t, x)� g(t, y)k2  LgEkA�(x� y)k2, 8x, y 2 L2(X�).

2.2.2 S¸ tÁn t§i cıa nghiªm nhµ

BÍ �∑ 2.1. Gi£ s˚ 0  � <
1

2
, toán t˚ A th‰a mãn Gi£ thi∏t 1 và f, g th‰a mãn Gi£ thi∏t 2.

HÏn n˙a, gi£ s˚ x(·) là mÎt nghiªm nhµ cıa (2.7) th‰a mãn x(t) 2 L2(X�) vÓi mÂi t  t0 và
sup
tt0

e
�2�(t0�t)EkA�

x(t)k2 < +1. Khi �ó, vÓi t  t0 ta có

x(t) = e
�(t�t0)Ap+

t0Z

�1

G (t, ⌧)f(⌧, x(⌧))d⌧ +

t0Z

�1

G (t, ⌧)g(⌧, x(⌧))dW (⌧) h.k.n (2.8)

vÓi p 2 L2(X) và G (t, ⌧) là hàm Green xác �‡nh bi (2.5).

Ti∏p theo, vÓi t0 2 R, ta xét

L t0,� =

⇢
h 2 L

2(P, X�) : sup
tt0

e
�2�(t0�t)EkA�

h(t)k2 < +1
�

là không gian Banach �˜Òc trang b‡ chu©n khkt0,� := sup
tt0

e
��(t0�t)

�
EkA�

h(t)k2
� 1

2
.

BÍ �∑ 2.2. Gi£ s˚ 0  � <
1

2
, toán t˚ A th‰a mãn Gi£ thi∏t 1 và f, g th‰a mãn Gi£ thi∏t 2.

HÏn n˙a, gi£ s˚

K =
L
2
f
+ L

2
g

2↵

h
2(2↵�)2��(1� 2�) + �

2�
N+1 + �

2�
N

i
<

1

3
. (2.9)

Khi �ó, ˘ng vÓi mÈi quá trình ng®u nhiên X-giá tr‡ p 2 L2(X) có mÎt và chø mÎt nghiªm x(·)
cıa (2.7) trên (�1, t0] thuÎc khôn gian L t0,� sao cho Px(t0) = p h¶u kh≠p nÏi.

2.2.3 S¸ tÁn t§i �a t§p quán tính trung bình bình ph˜Ïng

�‡nh nghæa 2.2. �a t§p quán tính trung bình bình ph˜Ïng cıa (2.7) là mÎt hÂ các m∞t
M = (Mt)t2R thuÎc L2(X�) h¶u kh≠p nÏi có d§ng

Mt = {p+ �tp | p 2 L2(X) a.e.} ⇢ L2(X�)

trong �ó �t : L2(X) ! L2(X�) là mÎt ánh x§ Lipschitz và các �i∑u kiªn sau �˜Òc th‰a mãn:
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(i) Các h¨ng sË Lipschits cıa �t là không phˆ thuÎc t, i.e., t˘c là tÁn t§i mÎt h¨ng sË C

không ch˘a t sao cho: EkA� (�tp� �tq) k2  CEkA� (p� q) k2.

(ii) TÁn t§i � > 0 sao cho vÓi mÈi x0 là bi∏n ng®u nhiên thuÎc Mt0, tÁn t§i mÎt và chø mÎt
nghiªm x(·) cıa (2.7) trên (�1, t0] th‰a mãn x(t0) = x0 và

sup
tt0

e
�2�(t0�t)EkA�

x(t)k2 < +1.

(iii) M là bßt bi∏n d˜Ïng theo nghæa n∏u x là nghiªm cıa (2.7) th‰a mãn x(s) 2 Ms, thì ta
có x(t) 2 Mt h.k.n vÓi t � s.

(iv) M hút cßp mÙ các nghiªm cıa (2.7) theo nghæa trung bình bình ph˜Ïng, t˘c là, vÓi
nghiªm tùy ˛ x of (2.7) và s 2 R cË �‡nh, tÁn t§i mÎt h¨ng sË d˜Ïng H và mÎt nghiªm
x
⇤ thuÎc M sao cho

EkA� [x(t)� x
⇤(t)] k2  He

�2�(t�s) vÓi t � s. (2.10)

�‡nh l˛ 2.4. Gi£ s˚ 0  � <
1

2
, toán t˚ A th‰a mãn Gi£ thi∏t 1 và f, g th‰a mãn Gi£ thi∏t 2.

Ta �∞t

K =
L
2
f
+ L

2
g

2↵

h
2(2↵�)2��(1� 2�) + �

2�
N+1 + �

2�
N

i
, } := K

 
1 +

4�4�
N
(L2

f
+ L

2
g
)

↵(1� 3K)

!
.

N∏u K và } là các h¨ng sË d˜Ïng sao cho max {K, }} <
1

3
, thì tÁn t§i mÎt �a t§p quán tính

trung bình bình ph˜Ïng cıa (2.7).

2.2.4 Ví dˆ

Gi£ s˚ W (t) là chuy∫n �Îng Brown mÎt chi∑u trên không gian xác sußt kh£ lÂc (⌦,F ,P,Ft),
ta xét ph˜Ïng tình truy∑n nhiªt ng®u nhiên

8
>>>><

>>>>:

du(t, ⇠) =


k
@
2

@⇠2
u(t, ⇠) +

a sin t

1 + |u(t, ⇠)|

�
dt+ be

�t
2
ln(1 + |u(t, ⇠)|)dW (t),

8t > s, 0 < ⇠ < 1
u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t 2 R
u(s, ⇠) = us(⇠), 0  ⇠  1, s 2 R,

(2.11)

trong �ó k > 0 là hàng sË truy∑n d®n nhiªt.

K∏t lu™n ch˜Ïng 2

Trong Ch˜Ïng 2, lu™n án �ã gi£i quy∏t �˜Òc các vßn �∑ sau:

• Thi∏t l™p các �i∑u kiªn �∫ toán t˚ ng®u nhiên, toán t˚ ng®u nhiên m rÎng và martingale
toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n hÎi tˆ.

• �˜a ra �‡nh nghæa tích các toán t˚ không b‡ ch∞n �Îc l™p b¨ng ph˜Ïng pháp thác tri∫n
toán t˚ ng®u nhiên và s˚ dˆng các kæ thu™t hÎi tˆ cıa martingale thi∏t l™p �i∑u kiªn �∫
tích vô h§n các toán t˚ ng®u nhiên �Îc l™p không b‡ ch´n hÎi tˆ.
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• Tìm �i∑u kiªn �£m b£o cho s¸ tËn t§i cıa nó �Ëi vÓi mÎt lÓp các ph˜Ïng trình vi phân
ng®u nhiên t¸a tuy∏n tính trên mÎt không gian Hilbert th¸c kh£ li có d§ng

⇢
dx(t) = [�Ax(t) + f(t, x(t))] dt+ g(t, x(t))dW (t) t � s,

x(s) = xs,
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Ch˜Ïng 3

C-n˚a nhóm và bài toán Cauchy trong
không gian Banach xác sußt

Trong ch˜Ïng này chúng tôi phát bi∫u khái niªm C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ cıa các �Áng
cßu module liên tˆc,sau �ó nghiên c˘u s¸ tÁn t§i và tính duy nhßt cıa nghiªm cıa bài toán
Cauchy vÓi ph¶n tuy∏n tính là toán t˚ sinh cıa mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ.

3.1 C-n˚a nhóm các �Áng cßu liên tˆc trên không gian Banach
xác sußt

3.1.1 GiÓi thiªu bài toán

Nh˜ mÎt s¸ m rÎng cıa l˛ thuy∏t n˚a nhóm liên tˆc m§nh thông th˜Ìng trên mÎt không
gian Banach, l˛ thuy∏t C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ �ã �˜Òc giÓi thiªu trong [20] và sau �ó nh™n
�˜Òc s¸ quan tâm �∞c biªt cıa nhi∑u nhà Toán hÂc (chØng h§n [17],[29],[30] và [34] ). L˛ thuy∏t
này cho phép ta nghiên c˘u mÎt lÓp rÎng hÏn cıa các ph˜Ïng trình ti∏n hóa mà  �ó tính �∞c
chønh có th∫ b‡ phá vÔ.

3.1.2 C- n˚a nhóm các �Áng cßu module liên tˆc

�‡nh nghæa 3.1. Cho (S, k · k) là mÎt RN module trên K có cÏ s là (⌦,F ,P). Ta k˛ hiªu
B(S) là t™p hÒp gÁm các �Áng cßu module liên tˆc t¯ S vào S và C là mÎt toán t˚ �Ïn ánh
thuÎc B(S). Khi �ó, hÂ {W (t) : t � 0} in B(S) �˜Òc gÂi là C-n˚a nhóm các �Áng cßu module
trên S ( hay ng≠n gÂn là: C-n˚a nhóm) n∏u

(i) W (0) = C;

(ii) CW (s+ t) = W (t)W (s) vÓi mÂi t, s � 0;

(iii) Ánh x§ t 7! W (t)x t¯ [0,1) vào S là liên tˆc vÓi mÂi x 2 S.

MÎt C-n˚a nhóm {W (t) : t � 0} �˜Òc gÂi là b‡ ch∞n mÙ n∏u tÁn t§i M 2 L
+
0 (⌦), 2 L0(⌦,R)

sao cho kW (t)k  Me
t
, vÓi t � 0.

Nh™n xét 3.1. a. N∏u C = I, toán t˚ �Áng nhßt trên S, thì {W (t) : t � 0} là mÎt n˚a
nhóm liên tˆc m§nh gÁm các �Áng cßu module liên tˆc �˜Òc nghiên c˘u trong [32].

b. Trong [32], các tác gi£ chø ra r¨ng mÎt n˚a nhóm liên tˆc m§nh b‡ ch∞n gÁm các �Áng
cßu module thì b‡ ch∞n mÙ. Tuy nhiên, �i∑u này không �úng �Ëi vÓi C-n˚a nhóm các
�Áng cßu module. Ví dˆ sau chø ra r¨ng có mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mà không b‡ ch∞n
mÙ.

21



c. Trong (ii) cho s ! 0+ ta �˜Òc CW (t) = W (t)C vÓi t � 0. VÓi mÂi t � 0, ta �∞t
T (t)x = C

�1
W (t)x vÓi

Dom(T (t)) = {x 2 S : W (t)x 2 Range(C)}.

Khi �ó {W (t) : t � 0} là " là mÎt n˚a nhóm không b‡ ch∞n gÁm các �Áng cßu module
liên tˆc trên Range(C2)", t˘c là,

T (t+ s)x = T (t)T (s)x vÓi x 2 Range(C2), t, s � 0.

Ví dˆ 3.1. Cho (⌦,F ,P) là mÎt không gian xác sußt �¶y �ı. Ta k˛ hiªu M2(R,R) là không
gian các quá trình ng®u nhiên th¸c f = {f(s,!)}s2R th‰a mãn

kfk2 =
Z

R

f
2(s,!)dt < 1. P� h.c.c.

Ta �Áng nhßt f và f trong M2(R,R) n∏u kf � fk = 0 P � h.c.c.. Dπ thßy, k.k là mÎt L0-
chu©n trên M2(R,R) và là mÎt RN module �¶y �ı �Ëi vÓi L0-chu©n này. Gi£ s˚ H là mÎt
�Áng cßu module không b‡ ch∞n h.c.c. trên M2(R,R) �˜Òc cho bi công th˘c H(f(s,!)) =
sf(s,!) vÓi f 2 M2(R,R). �∞t C = e

�H
2

ta có

C(f(s,!)) = e
�s

2

f(s,!) vÓi f 2 M2(R,R).

và ta xác �‡nh �˜Òc C-n˚a nhóm cho bi công th˘c

W (t) = e
ZHt

e
�H

2

for t � 0.

trong �ó Z là mÎt bi∏n ng®u nhiên Gaussian chu©n t≠c. Khi �ó {W (t) : t � 0} là mÎt C-n˚a
nhóm các �Áng cßu module. Dπ thßy, vÓi mÂi t � 0, ta có

kW (t)k = sup{eZst�s
2

: s 2 R} = sup{e�(s�Z
2 t)

2+Z2

4 t
2

: s 2 R} = e
Z2

4 t
2

.

L˜u ˛ r¨ng Z
2
> 0 P� h.c.c. và do �ó C-n˚a nhóm các �Áng cßu module {W (t) : t � 0} là b‡

ch∞n theo nghæa cıa [32] nh˜ng không b‡ ch∞n mÙ.

�‡nh nghæa 3.2. Cho {W (t) : t � 0} là mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ trên S. Khi �ó, ta xác

�‡nh toán t˚ sinh A cıa {W (t) : t � 0} cho bi Ax := C
�1 lim

t!0+

W (t)x� Cx

t
. vÓi mi∑n xác �‡nh

D(A) =
�
x 2 S : giÓi h§n trên tÁn t§i RangeC

 
.

Ví dˆ 3.2. Cho H là mÎt �Áng cßu module không b‡ ch∞n trên M2(R,R) và {W (t) : t � 0}
là C-n˚a nhóm �˜Òc xác �‡nh nh˜ trong Ví dˆ 3.1. Khi �ó

D(A) = {f 2 M2(R,R)| H(f) thuÎcM2(R,R)}.

Dπ thßy A = ZH là toán t˚ sinh cıa C-n˚a nhóm {W (t) : t � 0}.

BÍ �∑ 3.1. Cho {W (t) : t � 0} là mÎt C-n˚a nhóm có toán t˚ sinh A. Gi£ s˚ tÁn t§i M 2
L
+
0 (⌦) sao cho

kW (t)xk  Mkxk, 8t � 0, 8x 2 S. (3.1)

Khi �ó

kC2
W (t)x� C

2
W (s)xk  M

2 · kCAxk(t� s), 80  s  t, 8x 2 D(A).
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Ta nói C-n˚a nhóm {W (t) : t � 0} b‡ ch∞n �∑u n∏u _t�0kW (t)k thuÎc L
+
0 (⌦), t˘c là, tÁn

t§i M 2 L
+
0 (⌦) sao cho kW (t)xk  Mkxk, vÓi t � 0 và x 2 S.

Nh™n xét 3.2. Cho {W (t) : t � 0} là mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n �∑u trên S. VÓi x 2 D(A) tùy
,̨ ta �∞t f(t) = C

2
W (t)x. Khi �ó, ta có

_
⇢����

f (t1)� f (t2)

t1 � t2

���� : t1 > t2 � 0

�
2 L

0
+(⌦).

�‡nh l˛ 3.1. Cho {W (t) : t � 0} là mÎt C-nıa nhóm b‡ ch∞n mÙ trên S có toán t˚ sinh là A.
Khi �ó ta có các k∏t lu™n sau:

1) VÓi x 2 D(A) và t � 0, ta có W (t)x 2 D(A) và

d

dt
W (t)x = AW (t)x = W (t)Ax.

�∞c biªt, vÓi x 2 D(A) và t � 0 ta có

W (t)x� Cx =

Z
t

0
W (s)Axds =

Z
t

0
AW (s)xds.

2) VÓi x 2 S, t � 0, ta có

tZ

0

W (s)xds 2 D(A) and W (t)x = Cx+ A

tZ

0

W (s)xds.

BÍ �∑ 3.2. Ta có

lim
s!0+

1

s

sZ

0

W (t)xdt = Cx, for x 2 S, (3.2)

�‡nh l˛ 3.2. Cho A là toán s˚ sinh cıa mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ {W (t) : t � 0} trên S.
Khi �ó

1) R(C) ✓ D(A), trong �ó R(C) là £nh cıa C.

2) A �óng, không c¶n thi∏t ph£i xác �‡nh trù m™t và th‰a mãn C
�1
AC = A.

3.1.3 S¸ tÁn t§i và duy nhßt nghiªm cıa bài toán Cauchy �Ëi vÓi C-n˚a
nhóm b‡ ch∞n mÙ

Trong ph¶n này, ta gi£ s˚ S là mÎt RN module �¶y �ı, R1
+ = [0,+1), C

�
R

1
+;D(A)

�
là

t™p hÒp gÁm các hàm liên tˆc t¯ R
1
+ vào D(A), và C1

�
R

1
+;S

�
là t™p hÒp gÁm các hàm kh£ vi

liên tˆc t¯ R
1
+ vào S.

�‡nh l˛ 3.3. Cho {W (t) : t � 0} là mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ gÁm các �Áng cßu module
liên tˆc trên S và (A,D(A)) là toán t˚ sinh cıa nó. Khi �ó, vÓi gi£ thi∏t L0-Lipschitz �Ëi vÓi
nghiªm, bài toán giá tr‡ ban �¶u thu¶n nhßt

(
dx(t)

dt
= Ax(t), 8t � 0

x(0) = x0 2 C (D(A))
(3.3)

có duy nhßt nghiªm x(t) := W (t)C�1
x0 thuÎc vào C

�
R

1
+;D(A)

�
\C1

�
R

1
+;S

�
.
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�‡nh l˛ 3.4. Cho {W (t) : t � 0} là mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ gÁm các �Áng cßu module
liên tˆc trên S và (A,D(A)) là toán t˚ sinh cıa nó. Gi£ s˚ f : [0,1) ! R(C) th‰a mãn
t 7! C

�1
f(t) thuÎc C1(R1

+,S). Khi �ó, vÓi gi£ thi∏t L0-Lipschitz �Ëi vÓi nghiªm, bài toán giá
tr‡ ban �¶u không thu¶n nhßt

(
dx(t)

dt
= Ax(t) + f(t), 8t � 0

x(0) = x0 2 C(D(A))
(3.4)

có nghiªm duy nhßt x(t) = W (t)C�1
x0+

tR

0
W (t�s)C�1

f(s)ds thuÎc C
�
R

1
+;D(A)

�
\C1

�
R

1
+;S

�
.

K∏t lu™n ch˜Ïng 3

Trong Ch˜Ïng 3, lu™n án �ã gi£i quy∏t �˜Òc các vßn �∑ sau:

• Thi∏t l™p các khái niªm C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ cıa các �Áng cßu module liên tˆc.

• Chúng tôi nghiên c˘u s¸ tÁn t§i và tính duy nhßt cıa nghiªm cıa bài toán Cauchy vÓi
ph¶n tuy∏n tính là toán t˚ sinh cıa mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ. Các k∏t qu£ cıa
ch˜Ïng này là m rÎng các k∏t qu£ cıa Xia và các cÎng s¸ [33] trong tr˜Ìng hÒp ph¶n
tuy∏n tính là toán t˚ sinh cıa mÎt C-nıa nhóm b‡ ch∞n mÙ cıa các �Áng c¶u modlule
liên tˆc trên mÎt RN module �¶y �ı.

KòT LUäN VÀ KIòN NGH¿

1 Nh˙ng k∏t qu£ �ã �§t �˜Òc

Lu™n án nghiên c˘u s¸ hÎi tˆ cıa dãy toán t˚ ng®u nhiên nh™n giá tr‡ trong không gian
Banach. K∏t qu£ chính cıa lu™n án là:

• Thi∏t l™p các �i∑u kiªn �∫ toán t˚ ng®u nhiên, và martingale toán t˚ ng®u nhiên b‡ ch∞n
hÎi tˆ. �Áng thÌi �˜a ra �‡nh nghæa tích các toán t˚ ng®u nhiên không b‡ ch∞n �Îc l™p
là hÎi tˆ.

• Thi∏t l™p các k∏t qu£ v∑ �i∑u kiªn �£m b£o cho s¸ tËn t§i cıa �Ëi vÓi mÎt lÓp các ph˜Ïng
trình vi phân ng®u nhiên t¸a tuy∏n tính trên mÎt không gian Hilbert th¸c kh£ li.

• Thi∏t l™p các khái niªm C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ cıa các �Áng cßu module liên tˆc. T¯
�ó nghiên c˘u v∑ s¸ tÁn t§i và tính duy nhßt cıa nghiªm cıa bài toán Cauchy vÓi ph¶n
tuy∏n tính là toán t˚ sinh cıa mÎt C-n˚a nhóm b‡ ch∞n mÙ.

2 Ki∏n ngh‡

Trong thÌi gian tÓi chúng tôi mong muËn ti∏p tˆc nghiên c˘u nh˙ng vßn �∑ sau

• Nghiên c˘u phÍ cıa các toán t˚ ng®u nhiên tÍng quát và các ˘ng dˆng.

• Nghiên c˘u các �‡nh l˛ giÓi h§n và áp dˆng các �‡nh l˛ giÓi h§n trong l˛ thuy∏t toán t˚
ng®u nhiên.
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