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MG DAU

1. Li do chon dé tai
1.1. Khong gian Banach xac suat va Iy thuyét toan tit ngau nhién déng vai tro quan trong
trong phat trién 1y thuyét, thuyc hanh xac suat va théng ké. Chinh vi vay ma céc khai niem co
ban trong xac suat nhu khong gian - khong gian cac bién ngau nhién nhan gia tri trong khong
gian Banach chi 1a truong hop riéng ciia khong gian Banach xac suat da thu hat nhiéu nha
khoa hoc nghién ctu v mé rong. Quan trong hon nita 1a khong gian Banach xac suat va Iy
thuyét toan tit ngadu nhién c6 rat nhiéu ting dung trong cac linh vigc khic nhau nhu trong toan
tai chinh, co hoc, vat 1y,. ..
Ly thuyét martingale nghién cttu nhitng van dé lien quan dén 1y thuyét tro choi nhung vé sau
duge phat trién thanh mot linh vuc toan hoc chat ché, tré thanh mot mo hinh toan hoc quan
trong c6 nhiéu ting dung trong thong ké, phuong trinh vi phan, toan kinh té. Dac biét, gan day
da c6 nhiéu ting dung thi vi trong chitng khoan, thu hit kha nhiéu nha toin hoc quan tam.
Vé phuong dién xéc suat, martingale 13 sy md rong clia tong cac bién ngau nhién doc lap ki
vong khong.
1.2. Khai niém khong gian dinh chuan ngiu nhién duge néu béi B.Schweizer, A.Sklar [10] sau
d6 duge trinh bay v6i mot phién ban mdéi béi Tiexin Guo nam 1999 [9] duéi tén la khong gian
module v6i chuan ngau nhién, véi ( )-topo, mot topo tuong thich véi hoi tu theo xac suat
trong khong gian cic bién ngau nhién. Dén nam 2009, véi nhu cau clia toan tai chinh, Damir
Filipovic, Michael Kupper, Nicolas Vogelpoth [1] da trinh bay khong gian x4c suat ngau nhién
nhung véi - t6p6 16i dia phuong.
1.3.Y tuéng vé khong gian Banach xéc suat méi xuat hien gan day nhung da duge nhiéu nha
khoa hoc quan tam, ta sé diem qua mot s6 két qua vé van dé nay: T.Guo da dua ra dinh nghia
ve khong gian Banach xac suat va c6 mot s6 nghién cttu quan trong vé toan tit ngau nhién va
chiing minh mot phién ban ctia dinh 1y Han-Banach cho trusng hop ngau nhién( xem [2], [9]).
Véi cac 1i do trén ching t6i quyét dinh chon dé tai nghién ctu cho luan an ctia minh la: Mot
s6 van dé cua giai tich ngau nhién trén khong gian Banach va khéng gian Banach
Xac suat.
2. Muc dich nghién ctu

Luan an nghién citu vé sy hoi tu clia cac diy toan tit ngau nhién, day martingale toan ti
ngau nhién trong khong gian Banach.
Luan 4n nghién citu vé “da tap quan tinh trung binh binh phuong”, tim diéu kién ddm bao cho
sy ton tai clia n6 doéi véi mot 16p cac phuong trinh vi phan ngau nhién tya tuyén tinh trén mot
khong gian Hilbert thuc kha li.
Luan an nghién citu s ton tai vd tinh duy nhat clia nghiém ctia bai toan Cauchy véi phan
tuyén tinh 13 toan t1t sinh cia mot C-nita nhém bi chan mil.
3. Dbi tuong nghién ciitu

D6i tuong nghién ctu clia luan an 1a truong cac bién ngau nhién nhan gia tri trong khong
gian Banach va day cac toan tit ngau nhién nhan gii tri trong khong gian Bannach.
4. Pham vi nghién ciu

Luan an nghién citu cac dinh 1y vé hoi tu cho day cdc martingale toan tit ngau nhién trong
khong gian Banach.



Tim diéu kien ddm bao cho sy ton tai clia né doéi véi mot 16p cac phuong trinh vi phan ngau
nhién tya tuyén tinh va bai toan Cauchy v6i phan tuyén tinh 1 toan ti sinh ctia mot C-nita
nhom bi chan ma.
5. Phuong phap nghién ciu

Luan an st dung cac ki thuat ctia xac suat, giai tich, gidi tich ngdu nhién, cac cong cu clia
martingale dé ching minh cac dinh If hai tu. Mot sé bo dé quan trong nhu: Bé dé Borel-Cantelli,
Iy thuyét toan ti tat dinh, sit dung bat ding thic Cauchy-Schwarz va tinh chat dang cu cla
tich phan Ito ... cling dudc st dung dé ching minh céc két qua.
6. Y nghia khoa hoc va thuc tién

Y nghia khoa hoc: g6p phan lam phong phi them céc két qua va sy hiéu biét vé hoi tu ctia
chudi ngau nhién,cac bién ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Banach, cling nhu cac két
qud clia toan ti ngau nhién;Lép cac phuong trinh vi phan ngau nhién tia tuyén tinh va bai
toan Cauchy v6i phan tuyén tinh 1a toan ti sinh ctia mot C-nita nhém bi chan mil.

Y nghia thuye tién: luan 4n gép phan phét trién 1y thuyét clia toén tit ngdu nhien nhan gia
tri trong khong gian Banach ctia 1y thuyét xac suat.
7. Téong quan va ciu tric luan an
7.1. Téng quan luan an. Khong gian Banach xac suit va 1y thuyét toan ti ngau nhien trudc
hét 14 su phat trién tu nhién cta 1y thuyét giai tich ham tat dinh. Hon nita, cac khai niém co
ban trong xac suat nhu khong gian - khong gian cac bién ngau nhién nhan gia tri trong khong
gian Banach chi 1a truong hop riéng ctia khong gian Banach xac suat. Ma tran ngau nhién-mot
linh vitc dang phét trién manh mé tren thé giéi hien nay, khong c6 gi khéac hon 1a truong hop
hitu han chiéu ctia toan t1t ngdu nhién, qua trinh ngau nhién 1a truong hgp riéng clia ham nhan
gia tri trong khong gian Banach xac suat. Quan trong hon nita 13 khong gian Banach xéc suat
va Iy thuyét toan ti ngau nhién c6 rat nhiéu iing dung trong cac linh viic khac nhau nhu trong
toan tai chinh, co hoc, vat ly,. ..
Nam 2009, Damir Filipovic, Michael Kupper, Nicolas Vogelpoth [1] da trinh bay khong gian
xac sudt ngau nhién nhung véi - topo 16i dia phuong. Dua ra dinh 1y tach siéu phang, nghien
citu tinh lien tuc dudi, kha vi duéi biéu dién déi ngdu Fenchel- Moreau ctia mot ham -16i, va
néu mot s6 ap dung dé nghién citu do do rii ro entropic trong toan tai chinh.
Nam 2010, T. Guo [3] da dua ra moi lien hé gitta hai topo trén, va mot sé két qué veé khong
gian ddi ngau va dinh 1§ Han-Banach.
Nam 2013, Xia Zhang [11], d& nghién citu mot s tinh chat clia cac toan tit trén khong gian
nay.
Nam 2015, Tiexin Guo, Shien zhao, Xiaolin zeng, [5] da nghién citu mot s6 tinh chat ve giai
tich 16i trén khong gian Banach xac suat va cac ap dung cho toan tai chinh.
Nam 2012-2013, Xia Zhang va Ming liu da dua ra khai niém nita nhom cac toan ti va nghién
citu mot s6 tinh chat ctia nita nhom.
Nam 2017, T. Guo, S. Zhao, X. Zeng, [4]-[6] d& nghién cttu mot s6 tinh chat vé giai tich 16i trén
khong gian Banach xac suat va cac 4p dung cho toan tai chinh.
Nam 2018-2019 , T.Guo va cac tac gid da dua ra cac két qua vé diém bat dong ngau nhién [7]
va nghién citu mot s6 tinh chat giai tich trén khong gian Banach xac suat nay [8].
Trong 1y thuyét toan ti ngau nghién dude nghién citu bdi nhém clia gido su Dang Hung Thang
tit kha sém v6i cac két qua dau tien tit nam 1987 ([12]) sau d6 dugce phat trién trong nhidu bai
béo khac (xem [12-13], [16])
Trong nam 2019, DH. Thang, TC. Son, N.Thinh, [23] nghién cttu cac tinh chat giai tich cta
ham nhan gia tri trong khong gian Banach xac suat, 1y thuyét toan ti, ntta nhom toan tit va
thu duge phién ban ngau nhién ctia dinh 1y Hile-Yosida.
Trong luan an nay ching toi tiép tuc nghién citu vé sy hoi tu ciia day céc toan ti ngau nhién
nhan gia tri trong khong gian Banach.



Trong luan vin nay ching toi nghién citu vé hoi tu hoan toan, hoi tu hoan toan trung binh,
va danh gia toc do hoi tu ctia chudi cac truong hiéu martingale nhan gia tri trong khong gian
p-kha tron.

Cac két qua ciia luan an da duge bao cdo tai Seminar bo mon va tai cac hoi nghi: Hoi nghi
toan hoc toan quoc lan thi 14 (Nha trang, 2018); Hoi Nghi Khoa Hoc Toan qubc" Mot sb
chit dé thoi sy trong toan hoc va ting dung" (Vién nghién citu cao cap vé Toan va Truong DH
Khoa hoc Tu nhien-DHQG Ha Noi, 2021), , va da duge dang va nhan dang & cac tap chi: VNU
Journal of Science( Mathematics — Physics),Random operators and stochastic equations.

7.2 Cau tric luan an. Ngoai phan mé dau, Két luan, Danh muc cac bai bao ctia nghién citu
sinh lién quan dén luan an va tai lieu tham khdo, luan an dugc trinh bay trong ba chuong.

Chuong 1 trinh bay cic khai niém vé toan ti ngau nhién, ki vong c6 diéu kién ctia bién
ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Banach, cac dinh nghia vé tich phan Riemann, tich
phan ngau nhién Ito, khai niém vé khong gian Banach. Ngoai ra, mot s6 dang hoi tu ctia truong
cic bién ngau nhién, toin tit ngau nhién cing duge trinh bay.

Chuong 2 gom hai muc, muc 2.1 ta thiét lap cac dieu kién hoi tu clia day cac toan ti ngau
nhién, day hiéu martingale todn tit ngdu nhién bi chan trong khong gian Banach. Muc 2.2 dua
ra khai niem “da tap quan tinh trung binh binh phuong”, tim diéu kién ddm bao cho sy ton tai
ctia n6 doéi v6i mot 16p cac phuong trinh vi phan ngau nhién tya tuyén tinh trén mot khong
gian Hilbert thyc kha li.

Chuong 3 gom hai muc, muc 3.1 dua ra khai niem C-ntta nhém bi chin mii ciia cac dong cau
module lién tuc. Muc 3.2 trinh bay cac két qua vé sit ton tai va tinh duy nhat ctia nghiém ciia
bai toan Cauchy véi phan tuyén tinh 13 toan tit sinh ctia mot C-nita nhém bi chan mil.



CHUONG 1

Kién thiic chuan bi

Trong chuong nay chiing to6i trinh bay ngan gon cic khai niém vé toan tit ngau nhién,toin
ti ngau nhién doc lap, ki vong, ki vong c¢6 diéu kién ctia bién ngau nhién nhan gia tri trong
khong gian Banach, cac dinh nghia vé tich phan Riemann, tich phan ngau nhién Ito, khai niem
ve khong gian Banach xac suat. Ngoai ra, mot s6 dang hoi tu cia truong cac bién ngau nhién,
toan tit ngau nhién ciing duge trinh bay. Trong toan bo luan an, cdc hiang s6 duong C xuat
hién trong cac cong thic toan khong nhat thiét phai giéng nhau trong méi lan xuat hién.

1.1 Toan ti& ngau nhién trén khéng gian Banach kha ly

1.1.1 ToAn ti¥ ngau nhién

Trong chuong nay, ta xét (Q2,.#,P) la khong gian xac suat day du, , K 1a truong s6 thuc
R hoiic truong sé phitc C, N 1a tap céc s6 nguyen duong, Lo(2,K) la dai s6 trén K gom cac
16p tuong duong clia cac bién ngau nhién K-gia tri .#-do duge d6i v6i cac phép nhan vo hudng
va phép cong thong thuong gitta cac 16p tuong duong. Dé thay, Lo(Q2, R) duge sdp thi ty ting
phan theo nghia ¢ < 7 khi va chi khi ¢%(w) < 7%(w) P — h.c.c trong d6 £° va n° 14 céc phan ti
duoc chon tuy ¥ trong cac 16p tuong duong £ va n thudoc Lo(£2, R) tuong tng.

Hon nita, tit [19] ta nhan thay Lo(2, R) 1a mot dan (lattice) day du theo nghia: v6i moi tap
con H bi chin trén (ho#c bi chan dudi) déu co can trén dung (hodc can dudi dung) ma ta ky
hi¢u la \/ H (hodc A H tuong tng).

Gia st € va i 1a cac phan tit thuoc Lo(Q,R) ta n6i &€ < n néu & < n va & # n. Hon
nita, véi A € .Z ta n6i & > n trén A néu £%(w) > n%w) P—h.c.c trén A trong d6 £° va nY
tuong ng la cac phan tit dai dién tuy ¥ ciia cac 16p tuong duong & va n. Dac biét, ta ky hieu
L§ () = {¢ € Lo(Q,R)[€ > 0 tren Q} .

Cubi ciing, ta luu ¥ ring, s hoi tu trong Lo(2, K) duge hicu la sy hai tu theo xac suat, va ta
viét p—nli_{glo z, =z néu day (z,) € Lo(Q,K) hoi tu vé = trong Lo(92, K).

Dinh nghia 1.1 ([15]). Cho X,Y la céc khong gian Banach kha ly. Anh xa tuyén tinh lien
tuc A tit X vao LY (Q) duge goi 1a todn ti ngau nhién tit X vao Y.

Dinh nghia 1.2 ([15]). Toan tit ngdu nhien A : X — Y dugc goi 14 bi chdn néu ton tai mot
bién ngau nhién thyc k(w) sao cho v6i méi z € X ta c6

[Az ()| < k(w)lz]| h.c.c
Theo [15, Dinh 1y 3.1] ludn ton tai &nh xa Ty : Q@ — L(X;Y) sao cho
Az(w) = Ty(w)r h.c.c (1.1)
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Dé thay T4 1& duy nhat.

Cho A la toan tit ngau nhién bi chan tir khéng gian Banach khé li X vao khong gian Banach
kha 1i Y. Theo [15] ta c6 thé dinh nghia toan tit tuyén tinh lien tuc A : L (Q) — LF(Q) 1a mé
rong cua A nhu sau:

e Néu u la mot bién ngdu nhien X-gia tri c6 dang u(w) = 3 1p,z;, thi Au =
—1

1=

n
=1

2

o Néuu € LF(Q) vd {u,,n > 1} 1a mot diy cac bién ngau nhién don gidn X-gia tri thoa
man p lim u, = u thi ton tai gi6i han p lim Aw,. Hon nita, giéi han nay khong phu

n—oo n—oo ~
thudc vao viéc chon cac day {u,,n > 1} va lic nay ta ky hiéu la Au.

Tit day, dé don gidn ta viét Au thay cho Au va Au duge goi 1a tac dong ctia A len bién ngau
nhién X-gia tri u.

Bo6 dé 1.1. Cho A la todn tit ngdu nhién bj chian va Ax(w) = T(w)x h.c.c. Khi dé, ton tai
u € LE(Q) sao cho Ax(w) = T(w)x.

Dinh 1y 1.1. 1. Néu {A,;n > 1} la hoi tu vé A theo zdc sudt va ho {||T,|;n > 1} bj chan
theo wdc sudt, thy {A,u;n > 1} la hoi tu vé Au theo xdc sudt vdi moi u € L (S2).

2. Néu{A,;n > 1} la hoi tu vé A h.c.c. va ho {||T,|l;n > 1} bi chan h.c.c., thy {A,u;n > 1}
la hoi tu vé Au h.c.c. vdi moi u € LY ().

Hé qua 1.1. 1. Néu {Ay;n > 1} la hoi tu déu vé A theo zdc suat, thy {A,u;n > 1} la hoi
tu vé Au theo wdc sudt vdi moi u € LE ().

2. Néu {An;n > 1} la hoi tu déu vé A h.c.c., thy {A,u;n > 1} la hoi tu vé Au h.c.c. vdi
moi u € L (Q).

Dinh nghia 1.3. Cho X, Y la cac khong gian Banach thuc kha ly, Gid sit A, A, (n > 1) la cac
toan t1 ngau nhién tu X vao Y. Khi d6

i) A, dugc goi l1a hoi tu hau chdc chan tdi A va viét A, B¢ A khi n — oo néu
A (x) heg A(x) v6i moi z € X.
ii) A, dudc goi la hoi tu tdi A theo trung binh cip p > 0 (hay ngén gon 1a hoi tu theo £,)
2 L . 2
khi n — oo va ta viét A,, = A khi n — oo néu:

lim E||A,(x) — A(z)|[[P =0 v6i moi z € X.

n—oo

Dinh 1y 1.2. Cho V la khong gian dinh chuan va A 1V — X la mot dnh za tuyén tinh. Khi
do

i) A la lien tuc khi va chi khi A la bi chan theo zdc suat.
ii) N6i chung, néu A liéen tuc thi khong suy ra duge A bi chin.

Vi du 1.1. Cho H la khong gian Hilbert,,V = H, X = LI(Q) va (§,) 1a diy Gaussi chuan
N(0,1). V6i mdi z € H ta c6 chudi Y~ &q(z, €,)e, hoi tu hau chdc chdn trong H. Xac dinh
dnh xa A:V — X nhusau Az = > 7 &,(x, e,)e,. Ta thidy A tuyén tinh va lien tuc.
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1.1.2 Ky vong c6 diéu kién

Cho khong gian xac suat day du (2, F, P) va khong gian Banach kha ly thye X, u: Q — X
14 bién ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Banach X (goi tat la bién ngdu nhien X-gia
tri). K72 vong clia bién ngau nhién u duge dinh nghia la tich phan Bochner cia u (néu ton tai)
va dugce ki hiéu 1a E(u) hoic Eu.

Dinh nghia 1.4 (xem [60], trang 179). Cho u : Q — X 1a bién ngau nhien X-gia tri kha tich
Bochner va G 1a mot o-dai s6 con ciia F. Ki vong cé diéu kién ctia bién ngau nhién u doéi véi
o-dai s6 G 1a bién ngdu nhién X-gia tri, ky hieu 1a E(u|G) va thda man 2 diéu kien:

(i) E(u|G) 1a G-do dugc,

(i) E(E(u|G)I(A)) = E(ul(A)) véi moi A € G.

Ménh dé 1.1 (xem [60], trang 179). Cho u : Q — X la bién ngau nhién X-gid tri khd tich
Bochner va G la mot o-dai s6 con cia F. Khi dé ki vong cé dieu kién E(u|G) ton tai.

Chu ¥ ring, bién ngau nhien X-gid tri u kha tich Bochner khi va chi khi E||ul] < co. Vi
thé, néu Elju|| < co thi ton tai ki vong c6 dicu kien E(u|G) v6i moi o-dai s6 G C F. Cac tinh
chat vé ki vong c6 diéu kién ctia bién ngau nhien X-gia tri c6 thé xem trong cac tai lieu [60]
va [61).

Dinh nghia 1.5 ([14]). Cho u la bién ngau nhién c¢6 ky vong (X € L1). Ky vong c6 diéu kien

ctia bién ngau nhién kha tich u déi véi A € F ky hieu la E(u|.A) 1a mot bién ngdu nhién M
thoa man:

1) M la A-do dugc;
2) VéimoiAeAtacé/MdP:/udP
A A
Sy ton tai vd duy nhat cia E(u|A) dude chiing minh nhu sau: Xét ham tap

A Q(A) :/udP,AGA
A
Dé thay @Q 1a mot do do ¢6 dau tren A va P(A) =0 — Q(A) = 0. Theo dinh Iy R — N ton
tai duy nhat bién ngau nhien M la A - do duge va Q(A) = [, MdP tic la

Q(A):/AudP—>/AMdP:/AudP

B6 dé 1.2. Cho B la todn i ngau nhién bi chan t khong gian Banach khd ly X vao khong
gian Banach khd ly Y, Bx = Tgx h.c.c vdi moi v € X, va G la sub-o-dai so ciua F. Khi do,
vdi moi € > 0, ta c6

P(E(||Bull|9) > &) < P(E(||T3][[[u[|g) > &/r) + P([[ull > 7).

B6 dé 1.3. Cho A la todn ti ngdu nhién bi chin, G la o-dai s6 con cia F va E(Az|G) =0
vdi moi x € X. Khi do, vdi moiu € G ta c6 E(Au|G) = 0.

Dinh nghia 1.6. Cho A 1a toan tit ngau nhién bi chin tit khong gian Banach kha ly X vao
khong gian Banach kha ly Y va ta ky hieu .#(A) la o-dai s6 sinh bdi ho {Az,z € X}. Ta
dat 7, = o{Z(A;),i < n}. Khi d6, ho céc toan tit ngdu nhién bi chin {A,,n > 1} duge goi
1a mot day Martingale gom cdc todn ti ngau nhién bj chin néu E(A,12].%,) = A,z v6i moi
reX,n>1.



1.1.3 Khéng gian Banach cé tinh chat Radon-Nikodym
Dinh nghia 1.7. Lay p: F — X 1a mot ham tap X -gid tri o-cong tinh.

o 1 ducc goi la cé bién phan bi chdn néu bién phan toan phan
V= sup{) _ |u(Ap)|l - Ax € F,Q = Up_, Ay, {Ax}}_; 1a r0i nhau}
k=1

la httu han.
e 4 dugc goi 1a lien tuc tuyét doi vdi P néu véi mdi A € F, u(A) = 0 mdi khi P(A) = 0.

Dinh nghia 1.8. ( [3]) Khong gian Banach X goi la ¢6 tinh chat Radon-Nikodym(R-N), néu
moi ham tap p 1a o-cong tinh, nhan gia tri trong X va ¢6 bién phan bi chan (tic 1a,V,(Q) =

sup{ > p(Ag) /Ay € F, Aj, doi mot r6i nhau} < +00) lién tuc theo P déu c6 mot biéu dién tich
k=1
phan, néi cach khac, ton tai f € L (Q) sao cho
u(A) = / f(s)P(d(s)) v6imoil A€ F.
A
Dinh 1y 1.3. (/3]) Cho khong gian xdc suat (2,7, P) va khong gian Banach X. Khi dé vdi
day Martingale{&,, F,,n > 1} X-gid tri thi cdc phdt biéu sau la tuong duong:

1. Néu supE||&,|| < oo thi ton tai &€ € L (Q) sao cho & = lim &, h.c.c.
n>1 n—00

2. Néu sup E[|&,[|P < oo (1 < p < o0) thi ton tai & € Ly (Q) sao cho lim E||&, —&||P = 0.
n>1 n—oo

3. Khong gian X c6 tinh chat Radon-Nikodym tuong ting vdi khong gian zdc suat (0,7, P).

1.2 Tich phan ngau nhién ctia ham ngiu nhién nhan gii tri trén
khong gian Banach kha ly

1.2.1 Tich phan ngau nhién Riemann

Dinh nghia 1.9. Cho ham f : [a,b] — S. Khi d6, f dugc goi la kha tich Riemann trén |a, b]
néu ton tai I thudc vao S dé co: véi e va A 1a cac s6 théa man A < 1, ton tai s6 duong (e, )

sao cho
P{w € Q|

trong d6 P = {x1,x9,..., 2k, ..., 2, } la mot phan hoach hitu han nao do, va§; € [z; — 1, 2] (1 <
i <n ) chon tuy ¥ thoa A(P) < (g, A).
Hon nita, ta goi I 1a tich phan Riemann ctia f do6i véi (¢, A) - topo trén [a, b] va ky hiéu la

/a ’ F(t)dt.

Ménh dé 1.2. Gid st f : [a,b] — S la mot ham lien tuc sao cho \/ i,y | F()|| € LE(F). Khi
dé, [ kha tich Riemann theo (g,)\) - topo trén [a,b]. Hon niia, néu Viewy I/ € L*(F,R)
thi f khd tich Riemann theo chudn || - |2 trén [a,b].

Zf(gi)Axi —1I

i=1

(w)<5}>1—)\
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Meénh dé 1.3. Gid st f : [a,b] — S la mot ham kha vi sao cho Vi IF O € LY(F). Khi

dé, néu f' khd tich Riemann trén [a,b] va

{Hf tl_tQ( 2)

thi f / F(t

Nhan xét 1.1 ([33]). Ta nhan thay ring dnh xa f : [a,b] — X 1a L°-Lipschitz trén [a,b] khi
va chi khi anh xa f thoa man

{Hf Y _tQ(tz)

1.2.2 Tich phan ngau nhién Ito

[(Z,b] Ué’l tl 7& tg} - LSL(I)?

| 211,10 € [a, b] va t] > tQ} € Lg_(aoz)

Dinh nghia 1.10. Tich phan ngau nhién ciia ® € Ay (K, H) u’ng v6i K-gia tri Q-Wiener W,
1 thac trien tuyén tinh dang cy duy nhat ctia anh xa ®(-) — / s)dW tit 16p cac qua trinh
cd ban bi chan vao L*(Q, H) thanh mot dnh xa tit Ay (Kg, H) vao L*(2, H) sao cho anh cta

n—1 n—1
(I)(t) = ¢1{0}(t) + EO ¢j1(tj,tj+1](t) la ZO QSJ' (Wtj+1 - Wtj) :
j= j=

t
V6i © € Ay (K, H), ta dinh nghia tich phan ngau nhién / P (s)dWs,0 <t < T béi cong
0

thite / 5)dW, = / $) 10 ()W,

Dinh 1y 1.4. Tich phan ngau nhién ® — /Cb(s)dWS ing voi qud trinh K-gia tri Q-Wiener
0

W, la mot phép diang cu gitia Ao (Ko, H) va khong gian cic martingale trung binh kha tich lién
tuc ME(H), tic la

2

t
/ O(s)dWs
0 H
t
Bién phan toan phuong cia tich phan ngau nhién / O(s)dWs vi qud trinh tang dng vdi
0

/0 t O(s)dWW,

t
B —E [ 005) B nds < ¢

vdi t € 0,T7].

2
duge cho bdi

({ o)) = [ (o107 (o007 as
([oan) = [o((s07) (s:07) )

- / 1®(s)[12.% (Ko, H) ds.
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1.3 Khoéng gian Banach xac suat

1.3.1 Dong cau RN modul

Dinh nghia 1.11 ([33]). Mot cap (X, || - ||) duge goi la mot RN module trén K c¢6 co s6
(2,.7,P) néu X la mot module trai doi véi dai s6 Lo(Q,K) va || - || 12 mot anh xa tit X' vao
L () théa méan cdc diéu kien sau:

(1) |lp|l = 0 khi va chi khi p = 6 (phan t1t khong ctia X);

(2) 11&pll = 1€] - lIpll, V€ € Lo(,K) vap € X;
3) llp+4ll < llpll +lqll, Vp.q € X.

Khi d6, anh xa || - || : X = Lg(Q) duoe goi 1a mot Lo-chuan tren X.

Dé thay, (Lo(92,K),|-|) 1a mot RN module tren K ¢6 co s6 1a (Q, Z, P).

Tiép theo, véi (X, || -||) 1a mot RN module trén K ¢6 co sd (2, 7, P), ta nhic nhic lai topo
cdm sinh bdi Lo-chuan trén X (xem [33]) nhu sau: Véi cac sd thuc duong tity ¥ € va A thoa
man 0 < A < 1, ta dat Np(e,\) ={zr € X | P{w € Q| ||z||(w) < e} > A}.

Khi d6 {Ng(g,\) |e >0, 0< <1}, 1a mot co s6 dia phuong tai 6 dbi v6i topo tuyén tinh

Hausdorff ndo d6. Topo tuyén tinh nay thong thuong duge goi la (g, \)-topo. Trong luan an

nay, ta luon gid st (X, ] - ||) duge gén véi (g, \)-topo.

Nhan xét 1.2 ([33]). i) Viec xay dung (¢, ) - topo cho mot RN module két thira tir y
tudng Schweizer va Sklar cho khong gian metric xac suat.

ii) Mot day {z,,n € N} thuoc X hoi tu theo (g,\) - topdo dén z € X khi va chi khi
{l|zn, — z|| ,n € N} hoi tu theo xac suat P ve 0.

iii) (g, ) -topo trén (Lo(F, K),|-|) trung véi topo hoi tu theo xac suat.
Ménh dé 1.4. Véiu,ve X, A, Be Z,ANB =0 ta cé
[Law + 1pv]| = Lallull + 15[v|
Dinh nghia 1.12. Cho X la khong gian xac suat dinh chuan. Khi d6
i) Mot day (u,) C X 1a hoi tu t6i u € X néu ||u, — u|| hoi tu dén 0 trong Ly(L).
ii) Mot day (u,) C X la day Cauchy néu v6i mdi € > 0 ta ¢

lim P (||lup, —up| >¢)=0.

n,m—>00

iii) X dugce goi 1a khong gian Banach xac suat néu moi day Cauchy (u,) C X 1a hoi tu.

Vi du 1.2. Cho Cho X la khong gian Banach xac suat véi chuan ||.||x va V 1a tap con cia
LE(Q). Véi mbi€ € Lo(Q),u, v € LF () x4c dinh u + v nhu sau:

(u +v)(w) = u(w) + v(w) vd &u la (u)(w) = {(w)u(w). Ky hieu V 1a tap cla X- bién ngau
nhién v ¢6 dang

u=>Y &ui, €€ Ly(Q), v €Vin=12_.
i=1
Khi d6 V 1a mot RN modul véi chuan xac dinh nhu sau |jul|(w) = ||u(w)||x. Bao déng V clia

L (Q) 14 day di RN modul v6i chuan xac dinh nhu sau: |jul|(w) = ||u(w)||x. Khi d6, Ly ()
14 RN modul day du.



Dinh nghia 1.13. Gi4 stt X 14 khong gian Banach xéac suat. V6i p > 0 dinh nghia
XP={ue X :E|ul’ <oo}.

Dinh 1y 1.5. Vdip > 1, XP la khong gian Banach vdi chuan ||ul, = (E||u||p)1/p.

Dinh nghia 1.14. Gi4 stt X 13 khong gian Banach xéac suat, V' 14 khong gian metric. Khi d6

i) Anhxa ®:V — X dudc goi 1a déng néu véi mdi (u,) € V sao cho lim u,, = u, lim ®u,, =
g,tacoucV vag=du.

ii) Anh xa @ : V — X duge goi 1 lién tuc néu véi moi (u,) € V sao cho limu, =u €V,
ta co lim Pu,, = du.

iii) Dong cau module ® : 2(®) — X goi 1a b chan hau chdc chan (bi chan h.c.c) néu ton
tai bién ngau nhien & € L] (2) sao cho

[Pull < &llull,  Vu e 2(2). (1.2)

iv) Dong cau module ® : 2(®) — X duge goi 1a dong néu v6i méi day (u,) € 2(P) sao cho
lim u,, = u,lim ®u,, = g ta c6 u € 2(P) va g = Pu.

v) Dong cau module ® : 2(®) — X goi la lién tuc néu véi méi day (u,) € 2(P) sao cho

limu, =u € 2(P) ta c6 lim du,, = du.

Dinh nghia 1.15 ([22]). Cho X la mot RN module. Khi d6

a) Anhxa ¢ : 2(¢) = X duge goi la mot dong cau module néu mién xac dinh 2(y) la mot
RN module va

p(&ra1 + &a2) = &ip(n1) + Lap(2), Yar, 22 € 2(p), V1,6 € L°(F,K).
Dong cau module ¢ : X — X goi la dong cau module trén X.
b) Dong cau module ¢ : 2(p) — X dugc goi la bi chan theo zdc sudt néu tliglo :Snlég P (||pz] > t) =
0 trong d6 B = {z € X : ||z]| < 1} 1a qua cau don vi cia RN module 2(y).

c) Dong cau module ¢ : 2(p) — X duge goi 1a bi chdn hau chdc chan (hay ngan gon la, bi
chén h.c.c) néu ton tai mot bién ngau nhién € € LY (F) sao cho [|pz|| < &|jz||, = € 2(p).

d) Dong cau module ¢ : 2(p) — X dugc goi la déng néu v6i mdi day (z,) € Z(p) ta déu
c6 limz, =z, limepzx, =y =y = ¢x.

e) Dong cau module ¢ : 2(p) — X duge goi la lién tuc néu véi moi day (x,) € Z2(p) ta co
limz, =z € 2(p) = lim gz, = pz.

Dinh nghia 1.16. Cho X 1& khong gian Banach xac suat. Khi do6

i) Anh xa A : 2(A) — X goi la 4nh xa tuyén tinh néu mién xéc dinh 2(A) la mot khong
gian dinh chuan va véi x1, 19 € 2(A),t1,ts € C ta co:

A(tlxl + t233‘2) = t1A<l’1) + tgA(iEQ).
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ii) Anh xa ® : 2(®) — X goi la 4nh xa tuyén tinh manh néu mién xac dinh 2(®) la khong
gian xac suat dinh chuan va véi uy, us € 2(®), &1, & € Lo(Q), ta ¢

Q(&uy + Lug) = §P(uy) + &P (us).

iii) Cho B = {z € V : ||z|| < 1} 1& hinh cau don vi trong khong gian dinh chudn V. Anh xa
AV — X duge goi la bi chan theo xdc suat néu

lim sup P{||Az| >t} =0, (1.3)
t—00 r€B

va goi 1a bi chan néu ton tai mot bién ngdu nhien & € L] (2) sao cho

[Az]] < gllzf] Yz e V. (1.4)

iv) Cho B={u € V: |lu|| < 1} 14 hinh cau don vi trong khong gian dinh chuan xac suit V.
Anh xa tuyén tinh manh ® : ¥V — X dudc goi 1a bi chan theo zdc suat néu

lim sup P{||®u|| >t} =0, (1.5)
=00 B

va goi 1 bi chan néu ton tai bién ngau nhien & € L] () sao cho

|Pul| < Efjul| Yu e V. (1.6)

Vi du 1.3. Cho V la khong gian Banach téach duge véi co s6 Schauder e = (e,,) va X 1a khong
gian Banach. Co s6 lién hgp ky hieu 1a e* = (e). Cho A : V — L (Q) 1a toan tit tuyén tinh.
Ky hieu: V C Lg( (92) 1a tap bién ngdu nhién V- gid tri u véi chudi

[©.9]

Z(u,e;;)Aen (1.7)

n=1

hoi tu trong Li (). Néu u € V khi d6 tong (1.7) 1a ky higu ®u. Ta dé dang chi ra V 1a mot

RN module va d&nh xa @ : V — LF(Q) 1a dong cau module. Tt A : X — LY (Q) 1a lien tuc va

r= > (x,e)e, khi d6 Az = > (x,e})Ae, v6i V C V va @ la dong cau module md rong clia
n=1 n=1

A.

Vi du 1.4. Cho V, X 1a khong gian Banach tach duge va A : V — L{(2) 1a anh xa tuyén tinh
bi chian. Theo dinh nghia, c6 mot bién ngau nhien £ € Lg () sao cho

[Az]| < &lz|| VzeV. (1.8)
Anh xa @ : LY (Q) — Lg(Q) 1a ddong cAu modul bi chin h.c.c. mé rong ciia A.

Dinh 1y 1.6 ([24]). Cho X la mot RN module day di va ® : 2(®) — X la mot dong cau
module. Khi dé, cdc ménh dé sau la tuong duong:

i) ® la bi chan hau chdc chan.
i) ® la bj chan theo zdc suat.
iii) ® la lien tuc.
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1.3.2 Tinh tich phan ctia ham nhan gia tri trong RN modul
Dinh nghia 1.17. Cho X la khong gian Banach xac suat va f : [a; 0] — X.

ft+h) - f(#)

i) Ham f dugc goi 1a khd vi néu véi mdi t € (a,b) gi6i han hII(l) . ton tai trong
%
t+h
X va ta viét f'(t) = f( +h) = f()
fHo h

ii) Ham f goi 1a khd tich Riemann (hay ngén gon la khd tich) néu v6i moi phan hoach I clia
la;b] co dang a =ty < t; < --- <t, =0bva véi moi tap V = (s;) trong do s; € [t;_1,1;] thi
gidi han lim S(P,V, f) ton tai trong X. O day

[1]=0

P Vf Zf i 1),|I| :max(ti—ti_l) :maXAti

b
Lic nay ta ky hiéu u = / f(t)dt

iii) Cho ham f xéac dinh trén [a, +00) va khé tich trén moi tap dong [a,b],a < b < oo. Khi d6,
+00
néu trong X ton tai giéi han limb_>+oo/ f(t)dt. thi ta ky hiéu la / f(t)dt.

Bo dé 1.4. Cho f,g:[a,b] — X va &, : [a,b] = Lo(Q). Khi dé

i) Néu lim () = u th Jim || £(2)] = [lu].

i) Néu lim f(t) = u; lim g(t) = v th hm(f(t) +g(t) =u+v.

t—to t—to t—to
wi) New lim f(t) = u, lim £(t) = & th lim £(2) f(t) = &ou.
) Gid st
B C Bn+17 B =

Néu vdi moi n ta cé liin g, up, = 1p u thi hmk U = U.

w) Néw&(t) < n(t), o €(0) = &o, lim n(t) = o th & < g

t—to

Dinh 1y 1.7. Ta c6:

i) Néu f,g khad viva &,n € Lo(Q) thi £f +ng ciing khd vi va
(Ef(8) +mg(t))" = &f'(t) +ng'(t).

i) Néu f,g khd tich va &, n € Lo(Q) thi

b b b
[ s ngnar=¢ [ swarn [ g
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Dinh 1y 1.8 ([32]). Cho ® : 2(®) — X la mot dong cau module déng va f : [a;b] — 2(P) la
ham khd tich. Néu dnh xa (®f) : t — ®(f(t)) khd tich thz/ f(t)dt € 2(®) va

/ b ( / £t dt) (1.9)

Dac biet, néu @ : X — X la mot dong cau module lién tuc thi ta luon cé (1.9).

Dinh 1y 1.9. Cho f : [a;b] — X la lién tuc va bi chan. Khi dé, f kha tich. Trong truong hop
tong qudt, tinh lien tuc cia f khong ddm bdo cho su khd tich cia f. Ta c6

b b
i) Néu f : [a,b] — X lién tuc va £-bi chan thi ||/ ftydt]| < / |f(t)||dt. Hon nita,néu
b b a a
€€ L@ ik [ |70l = [ Blre)

i) Gid st f : [a,00] — X lién tuc va bi chin trén méi doan [a,b],a < b < oco. Khi dé, néu

/ £ ()]|dt ton tai thz/ f(t)dt cing ton tai va

[~ s < [ sl

Dinh nghia 1.18 ([32]). Anh xa f : [a,b] — X dudc goi la LO-Lipschitz trén [a, b] néu ton tai
n € LY(F) sao cho ||f(t) — f(s)|| < nlt —s|, Vi s € [a,b.

Dinh 1y 1.10 (The fundamental theorem of calculus, [25]). Cho f : |a,b] — X la mot ham khd
vi lien tuc. Gid st f la L°-Lipschitz trén |a,b]. Khi dé f' khd tich va

= /bf’(s)ds

Vi du 1.5. Cho Q2 = [0;1], P la tich phan Lebesgue do dugc va X = Ly(2). Xét ham
f:10,1] = Lo(Q) xac dinh f(t)(w) = 1jp4(w). Taco f'(t) =0 Vi€ [0,1]. va

ft+h)(w) = f(t)(w) = 1pqn(w) = {1 ift<w<t+h

0 cac truon hgp khac.

Do do

P(‘f(”h]z‘f“)' >c> < P{I(t+h) — f(t) £ 0}

=Pw:t<w<t+h)
= h.

Suy ra f'(t) = 0, suy ra fol f'(s)ds = 0. Nhung f(1) — f(0)=1—-0=1.
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Két luan chuong 1
Trong Chuong 1, luan an da giai quyét duge cac van dé sau:
e Trinh bay cac khai niém can thiét, cac bo dé quan trong dé phuc vu cac chuong sau.

e Dua ra cac dinh nghia vé bién ngau nhién, toan tit ngau nhién trén khong gian Banach
kha ly, cac loai hoi tu ciia toan t1t ngau nhién.

e Dua ra cac dinh nghia vé k¥ vong c6 dic¢u kién ctia bién ngau nhién, tich phan ngau nhién

clla ham ngiu nhién nha gia tri trén khong gian banach kha ly,dinh nghia vé khong gian
banach xac suat, cac vi du v so sanh quan trong.
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CHUONG 2

Hai van dé cta giai tich ngau nhién trén khong gian Banach

Trong chuong nay, toi xin trinh bay hai van dé ciia giai tich ngau nhién trén khong gian
Banach. Truéc tien, ta thiét lap cac diéu kien dé toan tit ngdu nhién, todn ti ngdu nhién mé
rong va martingale toan tit ngau nhién bi chan hoi tu. Hon nita ching t6i dinh nghia tich cac
toan tu ngau nhién khong bi chan doc lap va st dung céc ki thuat hoi tu clia martingale dua
ra diéu kién dé tich vo han céc toan ti ngdu nhien khong bi chin doc lap hoi tu. Cac két qua
nay da dugce gii dang trong [55] va [56]. Tiép theo, ching toi xay dung khai niem “da tap quan
tinh trung binh binh phuong”, tim di¢u kién ddm bao cho s ton tai ctia né ddi véi mot 16p cac
phuong trinh vi phan ngau nhién tya tuyén tinh trén mot khong gian Hilbert thuc kha li.

2.1 Su hoi tu cia day Martingal cic toan t ngiu nhién bi chian
2.1.1 Giéi thiéu bai toan

Viéc nghién ciitu cac toan ti ngau nhién khong chi mang ¥ nghia 1a sy mé rong cia céc
toan tit tat dinh ma con vi nhiing ing dung rong rai clia né6 va dugc nghién ctu theo nhiéu
huéng khac nhau. Chang han: dinh 1y diém bat dong ngdu nhién déi véi céc todn tit ngau
nhién, phuong trinh vi phan ngau nhién, toan ti tuyén tinh ngdu nhién (xem [13]-[16]). Trong
d6, dinh 1y gi6i han martingale luon nhan dudce sy quan tam dic biét ctia nhieéu nha Toan hoc
va da c6 nhiéu két qué duge cong bd (xem [10], [11],[12],[2] va céc tai ligu trich dan di kem).
2.1.2 Su hoi tu ciia day Martingal

Cho {A,,,n > 1} la day Martingale ctia cac toan tit ngau nhién bi chan tit X vao X. Khi
d6 ton tai cac anh xa T, : Q — L(X; X) sao cho A,z(w) = T, (w)z h.c.c.

Dinh 1y 2.1. Gid st X c6 tinh chat Radon-Nikodym, cho p > 1 va {A,,n > 1} la day
Martingale cdc todn ti ngau nhién bi chan tw X vao X. Khi dé

i) |Tw(w)]| (n € N) la cdc bién ngdu nhién nhan gid tri thuc.
i) Néu sup E|T,|| < oo thi ton tai mot todn tii ngau nhién by chan A sao cho day {A,,n > 1}
hoi tz_f;c. c. tdi A. Hon nita, ||T,,|| cing la mot day hoi tu h.c.c.
iii) Néu sgll)EHTan < o0, p > 1, thi ton tai todn ti ngdu nhién bi chdn A sao cho day
{An,:fz 1} hoi tu trong £, tdi A.

Dinh 1y 2.2. Gid st X la khong gian c¢6 tinh chdat Radon-Nikodym, cho p > 1, {A,,n > 1} la
day martingale cdc todan ti ngav nhién bi chin tu X vao X. Khi dé
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i) NéusupE|T,|| < oo thi ton tai mot todn i ngau nhién bi chan A sao cho day {A,u,n > 1}
n>1
hoi ty h.c.c téi Au vdi moi u € LE(Q, .F1).

i) NéusupE|T,||P < oo, (p > 1), thi ton tai mot todn i ngau nhién bi chian A sao cho day
n>1
1 1

{Apu,n > 1} hoi tu h.c.c téi Au vdi moi u € Lg(Q,ﬁ’l) ma — + - = 1.
b q

i) Néu sup E||T,||? < oo, (g > 1), thi ton tai mot toan ti ngdu nhién bi chin A sao cho day
n>1
{An,n > 1} la hoi tu trong L, (q > r > 1) tdi Au vdi moi u € LY (2, F1) ma el
p g
Véi {A,,n > 1} la day martingale cac toan tit ngau nhién tu X vao X ta dit
B,x = A,x — A,_1x.

Khi d6 E(B,z|%#,-1) = 0 v& Byx = Apyx — Ay _yx = (T, — Ty, 1)z := Tp,x. Lic nay, ta noi
{Bp,n > 1} la hiéu martingale céc toan tit ngau nhién bi chin. Hon ntta, ta xay dung cac day
{AV n > 1) va {A] n > 1} nhu sau:

A = (I +B)I + Byy)...(I + By)

Al =T +B)..(I+B,.1)+B,)

Tiép theo, ta xét sy hoi tu ciia cac day {A%,n > 1} va {Af n > 1} tic la sy hoi tu clia céc

1 00
tich [ (I + Bg) va [[ (L + By).
k=00 k=1

Dinh ly 2.3. Gid st X la khong gian c6 tinh chat Radon-Nikodym. Cho p > 1 va {B,,n > 1}
la day hiéu martingale cdc todan ti ngau nhién bi chan tu X vao X. Khi dé

00 1 00
i) NéuE 1:[1 |1+ Tg, || < oo th cdc tich kl:[ (I + By) va kU1([ + By.) hoi tu h.c.c.

0 1 0
i) NéwE ] |1+ Tg,||P < oo thi cdc tich T (I + By) va [](I+ By) hoi tu theo trung binh
k=1

n=1 k=00

cap p.

2.2 Da tap quan tinh trung binh binh phuong
2.2.1 Giéi thiéu bai toan
Trong phan nay cta luan an ching toi xay dung khai niém “da tap quan tinh trung binh

binh phuong”, tim diéu kién dam bdo cho sy tén tai clia né déi véi mot 16p cac phuong trinh
vi phan ngau nhién tya tuyén tinh trén mot khong gian Hilbert thic kha li ¢6 dang

{dx(t) = [—Az(t) + f(t,x(t)] dt + g(t, x(£))dW ()  t> s,

2(s) = 7, (2.1)

trong d6 A 1a mot toadn ti xac dinh duong, tu lien hgp va c6 phd rdi rac (xem Gia thiét 1);
f iR x Ly(Xp) = La(X), g : R x Ly(Xg) — Lo(X), W(t) 1a mot chuyén dong Brown mot
chiéu thong thuong xac dinh trén khong gian xac suat khé loc (Q2,.7, P, .%;) voi

Fr =0 {W(u) —W();u,v <t},
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va Lo(X) 1a khong gian gom céc bién ngau nhién X-gia tri thoa man

E|z|* = / |2||2dP < +oo.

Dé thiy Lo(X) la khong gian Banach véi chuan ||z]|; = (EHxH)l/2

Gia thiét 1. Todn ti A : X — X la mot todn ti& tu lién hop, zdc dinh duong cé pho 10i rac
thoa man )
0< A\ <X <., moi gia try co boi hitu han va klim A = 00.
—00

Hon nita, gid st {ex}3, lap thanh mot co sd truc chuancia X bao gom cdc ham riéng tuong
ung cua A tic la, Aep, = \peg.
o

Véi x = Y (x,ex) e ta co
k=1

o
Ze_’\’“t T, ep)e (2.2)
k=1

Ta xay dung phép chiéu Py lén khong gianco s {e, : k= 1,2,..., N} bdi cong thric

N
Pyz = Z(az, er)er, for N € N*. (2.3)
k=1

Dé don gian, ta viét P thay cho Py va ky hieu Q = I — P. Khi d6

le MAP|| < eI voit e R,
AP APl < Ay et e R,
le” Q)| < e+, ¢ >0, (24)

B
4% Q) < [(?) + Mo

Hon nita, ta dinh nghia ham Green

e*AN“t, t>0.

—(t—T)AQ &u t
e neu t > T,
gt = {—e(tT)AP néu t < 7. (25)
x 1% C . . e e AN T AN )
Dé thay ¢(t, 7) la mot anh xa tit X vao Xg va tit cac danh gia (2.4), v6i v = — ta co
17t AP (t, 7)|| < k(t,7)e 1 v6i moi t # T, (2.6)

B
)\N+1—>\N > (t 7')— < 5 > +>\N+1 néut>7',

trongdéa:Tva/f t—r1
Ny néu t < .
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Dinh nghia 2.1. Mot qué trinh ngau nhién do dugc .Z#-progressively {z(t)},.p duoc goi la
nghiém nhe ctia (2.1) néu n6 théa man phuong trinh tich phan ngau nhién

w(t) = e 945 (s) + / e DAL 2(7))dr + / e~ A (7, x(7))dW (1) (2.7)

vl moi t > s va vol moi s € R.
Gia thiét 2. Ton tai cdc hang s6 Ly, L, sao cho

E[|f(t,z) = f(t.)I* < LE|A (@ — )’ Yo,y € La(Xp),
Ellg(t.2) = g(t.y)|I* < LyE[A%(z = y)I?, Va,y € La(Xp).

2.2.2 Su ton tai cia nghiém nhe

N 1 ) )
Bo de 2.1. Gia su 0 < 3 < 5 toan ti A théa man Gid thiet 1 va f,g thoa man Gid thiet 2.

Hon nia, gia st x(-) la mot nghiém nhe cia (2.7) thoa man x(t) € La(Xp) vdi moit < ty va
sup e 2V VE|| APz (t)||2 < +o00. Khi dé, vdit <ty ta cé

:l:(t):e_(t_to)Ap+ /%(t,T)f(T,x(T))dT—F /%(t,T)g(T,:U(T))dW(T) h.k.n (2.8)

vdi p € Lo(X) va 4(t, ) la ham Green zdc dinh bdi (2.5).

Tiép theo, v6i ty € R, ta xét

gl — {h € LA(P, X;) : sup e 20 DE| A%h(1)||? < +OO}

t<to

la khong gian Banach dugc trang bi chuan ||Ally, — := supe 7t~ (E||APh(t)?)? .
t<to

s s 1 ) .
Bo dé 2.2. Gia su 0 < < 5 toan ti A théa man Gid thiét 1 va f,g thoa man Gid thiet 2.
Hon nita, gia s

2 2

-~ [2(2@6)251“(1 —28) + 2%, + X;’f] <

1
—. 2.9
: (29)
Khi do, ing vdi moi qud trinh ngau nhién X -gid tri p € Lo(X) ¢6 mot va chi mot nghiém x(-)

ctia (2.7) trén (—oo, to] thudc khon gian £~ sao cho Px(ty) = p hau khdp noi.

2.2.3 Su ton tai da tap quan tinh trung binh binh phuong

Dinh nghia 2.2. Da tap quan tinh trung binh binh phuong ctia (2.7) 1a mot ho cac mét
M = (My)ier thude La(X ) hau khdp noi ¢6 dang

My = {p+ Dip | p e LQ(X) a.e.} - LQ(Xﬁ)

trong d6 @, : Lo(X) — Lo(Xp) 1a mot anh xa Lipschitz va cac diéu kien sau duge théa man:
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(i) Cac hang s6 Lipschits ctia ®; 1a khong phu thudc ¢, i.e., ttic 1a ton tai mot hang s6 C
khong chita t sao cho: E||A? (&;p — ®.q) ||> < CE||A° (p — q) ||

(i) Ton tai v > 0 sao cho v6i mdi x¢ 1a bién ngau nhién thudc ., ton tai mot va chi mot
nghiém z(-) cia (2.7) trén (—oo, ty] thoa man z(tg) = xy va

sup e 2B A% (1)]]? < 0.
t<to

(iii) . 1a bat bién duong theo nghia néu z 1a nghiém ciia (2.7) théa man z(s) € 4, thi ta
c6 x(t) € A h.kn voi t > s.

(iv) .# hut cAp mil cac nghiém clia (2.7) theo nghia trung binh binh phuong, tic la, véi
nghiém tuy ¥ z of (2.7) v s € R ¢6 dinh, ton tai mot hang s6 duong H va mot nghiém
¥ thudoc .# sao cho

E||A% [x(t) —2* ()] ||> < He™ 2% véi ¢ > s. (2.10)

, 1 , s )
Dinh 1y 2.4. Gia st 0 < § < 5 todn ti A thoa man Gid thiet 1 va f, g thoa man Gid thiet 2.
Ta dat
2 2
_ L+ 1y
2a

ANB (2 412
22081 (1 —28) + X, + N ﬁ:K<1+ v g)>

a(l —3K)

. . . 1 .
Néuw K va h la cic hang so duong sao cho max{K,h} < 3’ thi ton tai mot da tap qudn tinh
trung binh binh phuong cia (2.7).

2.2.4 Vidu

Gia st W (¢) 1a chuyén dong Brown mot chiéu trén khong gian xéac suat kha loc (Q, .7, P, %),
ta xét phuong tinh truyén nhiét ngau nhién

( 2 asint

J— 7t2
du(t,§&) = ka€2u(t,§) + T 6] dt +be™" In(1 + |u(t, &)|)dW (1),
. Vi>s,0<E<1 (2.11)
u(t,0) =u(t,1)=0, teR
L u(s,6) =us(§), 0<¢<1, seR,

trong d6 k > 0 1a hang s6 truyeén dan nhiét.

Két luan chuong 2

Trong Chuong 2, luan an da gidi quyét dude cac van dé sau:

e Thiét lap céc diéu kién dé toan tit ngdu nhién, toan ti ngdu nhién ma rong va martingale
toan ti ngau nhién bi chan hoi tu.

e Dua ra dinh nghia tich céc toan tit khong bi chin doc lap bang phuong phéap thac trién
toan tt ngAu nhién va st dung céac ki thuat hoi tu ctia martingale thiét lap diéu kien dé
tich vo han cédc toan tit ngau nhién doc lap khong bi chan hoi tu.
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e Tim diéu kién dam bao cho sy ton tai ctia né déi véi mot 16p cidc phuong trinh vi phan
ngau nhién tya tuyén tinh trén mot khong gian Hilbert thyc kha li ¢c6 dang

{dx(t) = [—Ax(t) + f(t,z(t))| dt + g(t,z(t))dW (t) t>s,
x(s) = xs,

20



CHUONG 3

C-ntta nhém va bai toan Cauchy trong
khong gian Banach xAac suat

Trong chuong nay ching t6i phat biéu khai niem C-nita nhoém bi chan mil clia cac dong
cau module lién tuc,sau d6 nghién citu sy ton tai va tinh duy nhat clia nghiém ctia bai toan
Cauchy v6i phan tuyén tinh Ia toan ti sinh ctia mot C-ntta nhém bi chin mii.

3.1 C-ntta nhém cac déng ciu lién tuc trén khong gian Banach
xXac suat

3.1.1 Giéi thiéu bai toan

Nhu mot sy mé rong ctia 1y thuyét nita nhom lién tuc manh thong thuong trén mot khong
gian Banach, 1y thuyét C-nita nhém bi chin mi da duge gidi thieu trong [20] va sau d6 nhan
dugc sit quan tam dic biét ctia nhiéu nha Toan hoc (chang han [17],[29],[30] va [34] ). Ly thuyét
nay cho phép ta nghién citu mot 16p rong hon ctia cic phuong trinh tién hoéa ma ¢ d6 tinh dic
chinh c6 thé bi pha vé.

3.1.2 (- nita nhém cac dong ciu module lién tuc

Dinh nghia 3.1. Cho (S, | - ||) & mot RN module trén K c6 co sé la (Q,.#,P). Ta ky hieu
B(S) 1a tap hgp gom cac dong cau module lien tuc tr S vao S va C' 1a mot toan tit don anh
thuoc B(S). Khi d6, ho {W(t) : t > 0} in B(S) dugc goi 1a C-nita nhém cic dong ciu module
trén S ( hay ngan gon la: C-nita nhém) néu

(i) W(0)=0C;
(ii) CW(s+1t)=W(t)W(s) v6i moi t,s > 0;
(iii) Anh xa t — W (t)x tit [0, 00) vao S la lién tuc véi moi z € S.

Mot C-nitta nhom {W(¢) : ¢ > 0} dude goi 1a bi chdn ma néu ton tai M € L (Q), k € Lo(Q, R)
sao cho [|[W ()| < Me", véi t > 0.

Nhan xét 3.1.  a. Néu C = I, toan ti dong nhat trén S, thi {W(¢) : t > 0} 14 mot nia
nhom lién tuc manh gom cac dong cau module lién tuc duge nghién citu trong [32].

b. Trong [32], cAc tac gid chi ra rang mot nita nhom lien tuc manh bi chin gom cac dong
cau module thi bi chan mii. Tuy nhién, diéu nay khong dang doi v6i C-ntta nhém céc
dong cau module. Vi du sau chi ra ring c6 mot C-nita nhém bi chian ma khong bi chin
mil.
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c. Trong (ii) cho s — 07 ta duge CW(t) = W(t)C' vé6i t > 0. V6i moi t > 0, ta dat
Ttz = C'W(t)x v6i

Dom(7T(t)) = {x € S : W(t)x € Range(C)}.

Khi d6 {W(¢) : ¢ > 0} 1a " la mot nita nhém khong bi chin gom cac dong cadu module
lien tuc trén Range(C?)", tic 1a,

T(t+s)x =TT (s)x véi x € Range(C?), t,s > 0.
Vi du 3.1. Cho (Q,.%,P) la mot khong gian xac suat day di. Ta ky hieu M?(R, R) 1 khong

gian cac qua trinh ngau nhién thuc f = {f(s,w)}ser théa man

1 £]1? = /fz(s,w)dt < 00. P—h.c.c.
R

Ta dong nhat f va f trong M2(R,R) néu ||f — f|| =0 P — h.c.c.. D& thay, |.|| 12 mot Lo-
chuan tréen M?(R,R) va 1a mot RN module day du ddi v6i Lo-chuan nay. Gia st H 1a mot
dong cau module khong bi chan h.c.c. tren M?(R,R) dugc cho béi cong thic H(f(s,w)) =
sf(s,w) véi fe M2R,R). Dat C =e taco

C(f(s,w)) = ¢ f(s,w) v6i [ € M*(R.R).
va ta xac dinh duge C-nita nhém cho béi cong thic

W(t) = ZHte= 1" for t > 0.

trong d6 Z 1a mot bién ngiu nhien Gaussian chuan tic. Khi d6 {W(¢) : t > 0} 1a mot C-nita
nhém cac dong cau module. Dé thay, véi moi ¢t > 0, ta c6

2
Zt2

W (t)]| = sup{eZSt_S2 s eR} = sup{e_(s_gt)%FT :seR} = 5t
Luu ¥ ring Z? > 0 P —h.c.c. v do d6 C-ntta nhém cac dong cau module {W (¢) : t > 0} 1a bi
chan theo nghia ciia [32] nhung khong bi chin ma.
Dinh nghia 3.2. Cho {W(¢) : t > 0} 1a mot C-nita nhom bi chian ma trén S. Khi d6, ta xéc
dinh toan tit sinh A ctia {W(¢) : ¢ > 0} cho bdi Az := C~! lim Wit)r - Co
2(A) = {z € S: gi6i han trén ton tai RangeC'} .

. v6i mién xac dinh

Vi du 3.2. Cho H la mot dong cAu module khong bi chin tren M2(R,R) va {W(t) : t > 0}
la C-nita nhém duge xac dinh nhu trong Vi du 3.1. Khi d6

2(A) = {f € M*(R,R)| H(f) thuoc M*(R,R)}.
Dé thay A = ZH 1a toan tit sinh ctia C-nita nhém {W(¢t) : ¢ > 0}.
Bo dé 3.1. Cho {W(t) : t >0} la mot C-nita nhém cé todn i sinh A. Gid st ton tai M €

L& () sao cho
W (#t)z|| < M|z||, Vt>0, VzeS. (3.1)

Khi do
|C?W () — C*W (s)z|| < M? - ||CAz||(t —s), VO <s<t, Vo P(A).
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Ta n6i C-nita nhém {W(¢) : t > 0} bi chan déu néu Vi>o||W (t)|| thuoc Lg (), tic la, ton
tai M € L (Q) sao cho |W(t)z|| < M|z|, v6i t>0vazeS.

Nhan xét 3.2. Cho {W(t) : ¢t > 0} 12 mot C-nita nhém bi chin déu trén S. Véi z € 2(A) tuy
¥, ta dat f(t) = C?W (t)x. Khi do, ta co

{Hf 2 _tz(tz)

Dinh ly 3.1. Cho {W(t) :t > 0} la mot C-nia nhém by chan ma trén S cé todn ti sinh la A.
Khi dé ta c6 cic két luan sau:

1) Voix e 2(A) vat >0, ta co W(t)x € 2(A) va

Tty >ty > 0} € LY(Q).

d
dtW( Jor = AW (t)x = W(t)Ax.

Dac biet, voi x € 2(A) vat >0 ta co
t t
Wt)e —Cx= [ W(s)Axds = / AW (s)xds.
0 0

2) VoixeS,t>0, ta co
¢ ¢
/W Jxds € 2(A) and W (t x—Cx+A/W )xds.
0 0

B6 dé 3.2. Ta 6

S

1
lim — [ W(t)zdt = Cz, forx €S, (3.2)
]
0

Dinh 1y 3.2. Cho A la toan st sinh cia mot C-nia nhém bi chan mu {W(t) : t > 0} trén S.
Khi do

1) R(C) C 2(A), trong dé R(C) la dnh cia C.
2) A déng, khong can thiét phdi zdc dinh tru mat va théa man C~1AC = A.
3.1.3 Su ton tai vd duy nhat nghiém ctia bai toan Cauchy déi véi C-niia
nhém bi chan mi

Trong phan nay, ta gia st S 1a mot RN module day du, R = [0,4), C (R}r; @(A)) 13
tap hop gom cac ham lien tuc tit RY vao 2(A), va C' (RL;S) la tap hop gom cac ham kha vi
lien tuc tit R} vao S.

Dinh 1y 3.3. Cho {W(t) : t > 0} la mot C-nita nhém bi chdn ma gom cdc dong cau module
lien tuc trén S va (A, 2(A)) la todn ti sinh cia né. Khi dé, vdi gid thiét L°-Lipschitz doi vdi
nghiém, bai todn gid tri ban dau thuan nhat

{ dxit) = Az(t), Vt>0
z(0) =9 € C(2(A))
¢6 duy nhdt nghiem x(t) := W (t)C 'z thuoc vao C (RY; 2(A)) N C' (RL;S).

(3.3)
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Dinh 1y 3.4. Cho {W(t) : t > 0} la mot C-nita nhém bi chan ma gom cdc dong cau module
lien tuc trén S va (A, 2(A)) la todn ti sinh cia no. Gid st f : [0,00) — R(C) théa man
t — C71f(t) thuoe CY(RL,S). Khi dé, vdi gid thiét L°-Lipschitz doi vdi nghiém, bai todn gid
tri ban dau khong thuan nhat

{ dxit) = Ax(t) + f(t), Vt>0 (3.4)
x 0) =2 € C(@(A))

¢
¢6 nghiém duy nhat x(t) = W(t)C tag+ [ W (t—s)C~! f(s)ds thuoc C (RL; 2(A))NC* (RL;S).
0

Két luan chuong 3
Trong Chuong 3, luan an da gidi quyét dude cac van dé sau:
e Thiét lap cac khai niem C-ntta nhém bi chian mil clia cac dong cau module lién tuyc.
e Chung toi nghién citu sy ton tai va tinh duy nhat ctia nghiém ctia bai toan Cauchy véi
phan tuyén tinh 13 toadn t sinh ctia mot C-nita nhom bi chan mi. Cac két qua cla
chuong nay 1a md rong cac két qua ctia Xia va cac cong sy [33] trong truong hgp phan

tuyén tinh 1a toan ti sinh ctia mot C-nila nhém bi chian mil ciia cac dong cau modlule
lien tuc tréen mot RN module day du.

KET LUAN VA KIEN NGHI

1 Nhing két qua da dat dudgc

Luan an nghién ctu sy hoi tu cta day toan ti ngau nhién nhan gia tri trong khong gian
Banach. Két qua chinh ctia luan an la:

e Thiét lap cac diéu kién dé toan tit ngdu nhién, vi martingale toan t& ngau nhién bi chin
hoi tu. Dong thoi dua ra dinh nghia tich cac toan tit ngau nhién khong bi chan doc lap
1a hoi tu.

e Thiét lap cac két qua ve dieu kien dam bao cho st ton tai clia ddi véi mot 16p cac phuong
trinh vi phan ngau nhién tia tuyén tinh trén mot khong gian Hilbert thic kha 1i.

e Thiét lap cac khai niem C-nita nhom bi chan mil ctia cic dong cau module lien tuc. T

d6 nghién cttu vé sit ton tai va tinh duy nhat clia nghiém ctia bai toan Cauchy véi phan
tuyén tinh 13 toan t1t sinh ctia mot C-nita nhém bi chan mi.

2 Kién nghi
Trong thoi gian t6i ching toi mong mudn tiép tuc nghién ctiu nhitng van deé sau
e Nghién citu pho clia cac toan tit ngau nhién tong quéat va cac tng dung.
e Nghién cttu cac dinh 1y giéi han va ap dung cac dinh 1y gidi han trong 1y thuyét toan ti

ngau nhién.
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