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MÐ ��U
T½nh thíi sü cõa �· t i luªn ¡n

Trong thüc t¸ xu§t hi»n nhi·u b i to¡n li¶n quan �¸n bi¶n hay bi¶n ph¥n chia �ë
nh¡m cao (bi¶n �ë cõa chóng lîn hìn nhi·u chu ký trong tr÷íng hñp tu¦n ho n).
C¡c b i to¡n li¶n quan �¸n bi¶n hay bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao th÷íng �÷ñc gi£i
b¬ng c¡c ph÷ìng ph¡p sè. Tuy nhi¶n, líi gi£i sè th÷íng khæng ên �ành, �ë ch½nh
x¡c khæng cao, do �ë nh¡m cao cõa bi¶n hay bi¶n ph¥n chia g¥y ra. �º v÷ñt qua
khâ kh«n n y, c¡c nh  khoa håc �¢ �÷a ra þ t÷ðng thay th¸ bi¶n, bi¶n ph¥n chia �ë
nh¡m cao bði c¡c bi¶n, bi¶n ph¥n chia ph¯ng, b¬ng c¡ch thay mi·n chùa bi¶n hay
bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao b¬ng mët lîp vªt li»u mîi câ bi¶n l  ph¯ng. �â ch½nh
l  þ t÷ðng cõa ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa bi¶n, bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m cao.

N¸u c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa �÷ñc t¼m ra câ d¤ng hi»n, tùc l  c¡c h» sè
cõa chóng l  c¡c h m hi»n cõa c¡c tham sè vªt li»u cõa c¡c mæi tr÷íng v  c¡c tham
sè h¼nh håc �°c tr÷ng cho bi¶n hay bi¶n câ ph¥n chia �ë nh¡m cao, chóng s³ trð
th nh mët cæng cö quan trång �º gi£i c¡c b i to¡n thüc t¸ kh¡c nhau. Do vªy, thu¦n
nh§t hâa bi¶n, bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m cao �º t¼m ra c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n
nh§t hâa d¤ng hi»n l  mët b i to¡n h¸t sùc câ þ ngh¾a v· c£ ph÷ìng di»n lþ thuy¸t
v  ùng döng thüc ti¹n, �ang �÷ñc nhi·u nh  khoa håc quan t¥m. Luªn ¡n ti¸n h nh
thu¦n nh§t hâa bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m cao �º t¼m ra c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n
nh§t hâa d¤ng hi»n cho lþ thuy¸t � n hçi xèp v  lþ thuy¸t � n hçi micropolar, n¶n
�· t i luªn ¡n câ t½nh c§p thi¸t, thíi sü, câ þ ngh¾a khoa håc v  ùng döng thüc ti¹n.

Möc ti¶u cõa luªn ¡n

Thi¸t lªp c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n cõa lþ thuy¸t � n hçi xèp
v  � n hçi micropolar trong c¡c mi·n chùa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao n¬m giúa
hai �÷íng th¯ng song song. Sû döng c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n
thu �÷ñc, kh£o s¡t sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa c¡c sâng ph¯ng �èi vîi bi¶n ph¥n chia
câ �ë nh¡m cao.

�èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu

1. �èi t÷ñng nghi¶n cùu: Bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao giúa hai mi·n � n hçi xèp,
giúa hai mi·n � n hçi micropolar, sâng ph¯ng trong c¡c mæi tr÷íng � n hçi, � n
hçi xèp v  � n hçi micropolar.

2. Ph¤m vi nghi¶n cùu: Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n v  sü ph£n x¤,
khóc x¤ cõa sâng.

Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

Luªn ¡n sû döng ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa k¸t hñp c¡ch biºu di¹n c¡c ph÷ìng
tr¼nh cì b£n, c¡c �i·u ki»n li¶n töc cõa lþ thuy¸t � n hçi xèp, � n hçi micropolar
d÷îi d¤ng ma trªn v  c¡ch biºu di¹n nghi»m vi mæ-v¾ mæ.
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Nhúng �âng gâp mîi cõa luªn ¡n

1. T¼m ra c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n �èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë
nh¡m cao n¬m giúa hai �÷íng th¯ng song song cho c¡c lþ thuy¸t:

� Lþ thuy¸t � n hçi xèp.

� Lþ thuy¸t � n hçi micropolar.

C¡c ph÷ìng tr¼nh thu �÷ñc l  cæng cö quan trång �º gi£i c¡c b i to¡n thüc t¸ kh¡c
nhau li¶n quan �¸n bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao.

2. Kh£o s¡t sü ph£n x¤, khóc x¤ �èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao n¬m giúa
hai �÷íng th¯ng song song cõa:

� Sâng SH trong mæi tr÷íng � n hçi.

� Sâng SH trong mæi tr÷íng � n hçi xèp.

� Sâng chuyºn dàch dåc trong mæi tr÷íng � n hçi micropolar.

C¡c cæng thùc d¤ng �âng cho h» sè ph£n x¤ v  h» sè khóc x¤ �¢ �÷ñc t¼m ra.
Sû döng c¡c cæng thùc n y, luªn ¡n �¢ ch¿ ra r¬ng, bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao

tu¦n ho n câ kh£ n«ng ng«n c£n sâng �i qua trong mët kho£ng t¦n sè n o �â (�÷ñc
gåi l  band gaps).

3. Ph¡t hi»n "d¤ng t÷ìng �çng" cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn vîi
�i·u ki»n li¶n töc.

D¤ng t÷ìng �çng gióp vi»c gi£i b i to¡n tr¶n nh¥n tu¦n ho n �ìn gi£n v  k¸t
qu£: c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa thu �÷ñc ng­n gån.

C§u tróc cõa luªn ¡n

Luªn ¡n gçm bèn ch÷ìng, ph¦n mð �¦u v  ph¦n k¸t luªn.
Ch÷ìng 1: Têng quan.
Tr¼nh b y têng quan v· sü ph¡t triºn cõa b i to¡n thu¦n nh§t hâa bi¶n, bi¶n

ph¥n chia �ë nh¡m cao tr÷îc luªn ¡n. Tr¶n cì sð �â, x¡c �ành c¡c v§n �· �÷ñc
nghi¶n cùu trong luªn ¡n, c¡c möc ti¶u ch½nh v  nëi dung ch½nh cõa luªn ¡n.

Ch÷ìng 2: Thu¦n nh§t hâa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao giúa hai mi·n � n hçi
xèp.

Ch÷ìng 3: Thu¦n nh§t hâa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao giúa hai mi·n � n hçi
micropolar.

Ch÷ìng 4: Ùng döng cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n cho b i
to¡n ph£n x¤, khóc x¤.
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Ch÷ìng 1

TÊNG QUAN

1.1. Bi¶n, bi¶n ph¥n chia

Vªt thº Ω �÷ñc giîi h¤n bði m°t Γ th¼ m°t Γ �÷ñc gåi l  bi¶n (boundary) cõa
vªt thº Ω.

Vªt thº Ω gçm c¡c vªt li»u kh¡c nhau, �÷ñc ph¥n c¡ch vîi nhau bði m°t S. Khi
�â, S �÷ñc gåi l  bi¶n ph¥n chia (interface).

N¸u bi¶n, bi¶n ph¥n chia nh¡m tu¦n ho n câ bi¶n �ë A nhä hìn nhi·u so vîi chu
ký ε th¼ �÷ñc gåi l  bi¶n, bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m th§p. N¸u bi¶n �ë A lîn hìn
nhi·u so vîi chu ký ε th¼ �÷ñc gåi l  bi¶n, bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m cao.

Trong luªn ¡n ch¿ x²t c¡c bi¶n ph¥n chia nh¡m tu¦n ho n.

1.2. Bi¶n, bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m th§p

Trong c¡c l¾nh vüc kh¡c nhau cõa khoa håc v  cæng ngh», xu§t hi»n nhi·u c¡c
b i to¡n li¶n quan �¸n bi¶n hay bi¶n ph¥n chia nh¡m, nh÷ sü t¡n x¤ cõa c¡c sâng
tr¶n bi¶n nh¡m. Khi bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m th§p (bi¶n �ë nhä hìn nhi·u so vîi
chu k¼ cõa nâ), c¡c nh  khoa håc th÷íng sû döng ph÷ìng ph¡p nhi¹u (perturbation
method) �º gi£i c¡c b i to¡n n y. N«m 1981, Nayfeh �¢ têng k¸t ph÷ìng ph¡p nhi¹u
th nh s¡ch chuy¶n kh£o. Ph÷ìng ph¡p v  c¡c k¸t qu£ �¤t �÷ñc cõa b i to¡n bi¶n
ph¥n chia �ë nh¡m th§p �¢ kh¡ ho n ch¿nh n¶n luªn ¡n khæng nghi¶n cùu c¡c b i
to¡n �èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m th§p.

1.3. Bi¶n, bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m cao

Trong thüc t¸ xu§t hi»n r§t nhi·u b i to¡n li¶n quan �¸n bi¶n hay bi¶n ph¥n chia
�ë nh¡m cao (bi¶n �ë lîn hìn nhi·u so vîi chu k¼ cõa nâ). C¡c b i to¡n li¶n quan
�¸n bi¶n hay bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m cao khæng câ líi gi£i gi£i t½ch. C¡c t¡c gi£
�¢ sû döng ph÷ìng ph¡p sè �º gi£i c¡c b i to¡n n y. Tuy nhi¶n, vi»c mæ phäng sè
r§t khâ kh«n v¼ ð mi·n g¦n bi¶n c¦n nhi·u nót l÷îi v  c§u tróc l÷îi khæng x¡c �ành,
nghi»m sè câ t½nh ên �ành khæng cao.

�º v÷ñt qua khâ kh«n n y, c¡c nh  khoa håc �¢ �÷a ra þ t÷ðng thay th¸ bi¶n
ph¥n chia �ë nh¡m cao bði c¡c bi¶n ph¯ng b¬ng c¡ch thay mi·n chùa bi¶n ph¥n chia
câ �ë nh¡m cao b¬ng mët lîp vªt li»u mîi câ bi¶n l  ph¯ng. �â ch½nh l  þ t÷ðng
ch½nh �º gi£i quy¸t b i to¡n thu¦n nh§t hâa bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m cao.

1.4. Thu¦n nh§t hâa bi¶n, bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao

1.4.1. Þ t÷ðng gi£i quy¸t b i to¡n

Þ t÷ðng gi£i quy¸t b i to¡n thu¦n nh§t hâa bi¶n, bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao
l : thay mi·n chùa bi¶n, bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao �÷ñc bði mët lîp vªt li»u mîi
câ bi¶n ph¯ng. V· m°t to¡n håc �i·u n y câ ngh¾a: c¦n t¼m ra c¡c ph÷ìng tr¼nh �¤o
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h m ri¶ng mæ t£ chuyºn �ëng cõa lîp vªt li»u mîi. C¡c ph÷ìng tr¼nh n y �÷ñc gåi
l  c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa. Möc ti¶u ch½nh cõa b i to¡n thu¦n nh§t hâa
bi¶n, bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m cao l  t¼m ra c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng
hi»n.

1.4.2. Sü ph¡t triºn cõa b i to¡n tr÷îc luªn ¡n

Thu¦n nh§t hâa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao tr÷îc n«m 2010.
Trong giai �o¤n n y, c¡c t¡c gi£ �¢ sû döng c¡c kÿ thuªt cõa ph÷ìng ph¡p thu¦n

nh§t hâa chõ y¸u tªp trung v o c¡c b i to¡n thu¦n nh§t hâa bi¶n, bi¶n ph¥n chia
�ë nh¡m cao mët ph÷ìng tr¼nh. Nhúng nghi¶n cùu v· b i to¡n bi¶n ph¥n chia �ë
nh¡m cao vîi hai ph÷ìng tr¼nh trð l¶n �÷ñc nghi¶n cùu bði Nevard v  Keller (1997),
Gilbert v  Ou (2003). Hå �¢ t¼m �÷ñc c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa nh÷ng d÷îi
d¤ng ©n v¼ c¡c h» sè cõa ph÷ìng tr¼nh �÷ñc x¡c �ành b¬ng vi»c gi£i 27 ph÷ìng tr¼nh
vi ph¥n �¤o h m ri¶ng.

Thu¦n nh§t hâa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao tø n«m 2010 �¸n tr÷îc luªn ¡n.
C¡c t¡c gi£ Vinh v  Tung (2010, 2011) �¢ sû döng c¡c ph÷ìng tr¼nh cì b£n v 

�i·u ki»n bi¶n d¤ng ma trªn �º t¼m c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa. Vîi c¡ch ti¸p
cªn n y, c¡c t¡c gi£ �¢ t¼m �÷ñc c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n (h» sè
cõa chóng l  c¡c h m hiºn cõa c¡c tham sè vªt li»u v  �°c tr÷ng h¼nh håc cõa bi¶n
ph¥n chia) �èi vîi b i to¡n bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m cao dao �ëng giúa hai �÷íng
th¯ng song song, hai �÷íng trán �çng t¥m cõa c¡c lþ thuy¸t � n hçi, � n �i»n v 
� n nhi»t. C¡c k¸t qu£ �¤t �÷ñc l  cæng cö �º gi£i quy¸t c¡c b i to¡n thüc t¸ kh¡c
nhau.

Sü cçng k·nh cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa khi bi¶n ph¥n chia dao �ëng giúa
hai �÷íng trán �çng t¥m.

C¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n cõa lþ thuy¸t � n hçi, � n-�»n �èi
vîi bi¶n ph¥n chia n¬m giúa hai �÷íng trán �çng t¥m r§t cçng k·nh (c¡c h» sè cõa
chóng khæng ch¿ chùa c¡c to¡n tû trung b¼nh m  cán chùa ch½nh c¡c h¬ng sè vªt li»u
cõa tøng mæi tr÷íng). Nguy¶n nh¥n g¥y ra: �i·u ki»n li¶n töc tr¶n bi¶n ph¥n chia
dao �ëng nhanh giúa hai �÷íng trán �çng t¥m chùa c¡c �¤o h m ri¶ng bªc nh§t
cõa chuyºn dàch v  chuyºn dàch. C¡c �i·u ki»n li¶n töc tr¶n bi¶n ph¥n chia n¬m
giúa hai �÷íng th¯ng song song, ph¥n chia hai mæi tr÷íng � n hçi xèp ho°c hai mæi
tr÷íng � n hçi micropolar, ngo i c¡c �¤o h m ri¶ng bªc nh§t cõa chuyºn dàch, cán
chùa ch½nh b£n th¥n chuyºn dàch, n¶n c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n
thu �÷ñc s³ r§t cçng k·nh n¸u luªn ¡n ti¸p töc sû döng kÿ thuªt cõa Vinh v  Tung
(2010) m  khæng câ sü ph¡t triºn.

1.5. C¡c v§n �· nghi¶n cùu trong luªn ¡n

1.5.1. Thu¦n nh§t hâa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao �èi vîi lþ thuy¸t � n
hçi xèp v  � n hçi micropolar

Theo hiºu bi¸t cõa nghi¶n cùu sinh, c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n
�èi vîi c¡c lþ thuy¸t phùc t¤p hìn nh÷: lþ thuy¸t � n hçi xèp (poroelasticity), � n
hçi micropolar v¨n ch÷a �÷ñc t¼m ra. �¥y l  hai vªt li»u (mæi tr÷íng) �ang �÷ñc
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sû döng rëng r¢i trong cæng ngh» hi»n �¤i. Do vªy, luªn ¡n s³ ph¡t triºn c¡c
nghi¶n cùu cõa Vinh v  Tung �º t¼m c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa
d¤ng hi»n cho hai mæi tr÷íng � n hçi xèp v  � n hçi micropolar.

1.5.2. Ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng �èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao

B i to¡n ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng � n hçi câ þ ngh¾a r§t quan trång trong
¥m håc, �àa vªt lþ, �àa ch§n håc. Tr÷îc n«m 2010, c¡c h» sè ph£n x¤, khóc x¤ cõa
sâng � n hçi �èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao ch÷a �÷ñc t¼m ra do c¡c ph÷ìng
tr¼nh thu¦n nh§t hâa �èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao �¸n thíi �iºm �â v¨n ð
d¤ng ©n.

Luªn ¡n s³ nghi¶n cùu c¡c b i to¡n ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng ph¯ng
�èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao n¬m giúa hai �÷íng th¯ng song song
trong mæi tr÷íng � n hçi xèp v  � n hçi micropolar b¬ng c¡ch sû döng
c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n �÷ñc t¼m ra.

Sû döng ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa, b i to¡n ph£n x¤, khóc x¤ cõa c¡c sâng
�èi vîi bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m cao �÷ñc �÷a v· b i to¡n ph£n x¤, khóc x¤ �èi
vîi lîp vªt li»u câ bi¶n l  ph¯ng. Tø �â thu �÷ñc cæng thùc d¤ng hi»n cõa h» sè
ph£n x¤, khóc x¤.

1.5.3. Sü t÷ìng �çng giúa ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn vîi �i·u
ki»n li¶n töc tr¶n bi¶n ph¥n chia

Luªn ¡n �¢ t¼m ra nguy¶n nh¥n g¥y ra sü cçng k·nh cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n
nh§t hâa khi bi¶n ph¥n chia dao �ëng giúa hai �÷íng trán �çng t¥m. �â l  sü khæng
t÷ìng �çng cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn vîi �i·u ki»n li¶n töc �èi vîi
v²c tì ùng lüc tr¶n bi¶n ph¥n chia. Do vªy, luªn ¡n s³ cè g­ng t¼m ra d¤ng th½ch
hñp cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn cõa hai lþ thuy¸t n¶u tr¶n, sao cho
c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n thu �÷ñc câ d¤ng �ìn gi£n, ch¿ chùa c¡c
to¡n tû trung b¼nh.

1.6. Möc ti¶u nghi¶n cùu cõa luªn ¡n

1. Thi¸t lªp c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n �èi vîi bi¶n ph¥n chia
�ë nh¡m cao cõa lþ thuy¸t � n hçi xèp v  � n hçi micropolar.

2. Nghi¶n cùu sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa c¡c sâng �èi vîi bi¶n ph¥n chia câ �ë
nh¡m cao trong mæi tr÷íng � n hçi xèp v  � n hçi micropolar.

3. T¼m ra d¤ng th½ch hñp cõa ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn cõa lþ thuy¸t
� n hçi xèp v  � n hçi micropolar.
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Ch÷ìng 2

THU�N NH�T HÂA BI�N PH�N CHIA �Ë NH�M CAO GIÚA
HAI MI�N ��N HÇI XÈP

Möc ti¶u cõa ch÷ìng 2 l  thi¸t lªp c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n
cõa lþ thuy¸t � n hçi xèp câ bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao n¬m giúa hai �÷íng th¯ng
song song trong mi·n hai chi·u theo mæ h¼nh Auriault v  trong mi·n ba chi·u theo
mæ h¼nh Biot. Ph÷ìng ph¡p �÷ñc sû döng trong ch÷ìng 2 l  ph÷ìng ph¡p thu¦n
nh§t hâa.

2.1. Thu¦n nh§t hâa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao giúa hai mi·n
� n hçi xèp trong mi·n hai chi·u theo mæ h¼nh cõa Auriault

2.1.1. C¡c ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn

X²t mæi tr÷íng � n hçi xèp dà h÷îng vîi c¡c lé ch§t läng l  Newton v  khæng
n²n �÷ñc. Theo mæ h¼nh cõa Auriault, c¡c ph÷ìng tr¼nh cì b£n vîi c¡c chuyºn �ëng
�i·u háa theo thíi gian cõa mæi tr÷íng � n hçi xèp l :

divΣ + f = −ω2
(
ρu + ρLw

)
, iωw = K

(
ω2ρLu− gradp

)
,

Σ = Ce(u)−αp, divw = −α : e(u)− βp, (2.1)

trong �â Σ = (σmn) l  tensì ùng su§t, C = (cmn) l  tensì h¬ng sè � n hçi cõa
n·n, α = (αij) l  tensì �èi xùng, β l  �¤i l÷ñng væ h÷îng, p l  ¡p su§t ch§t läng,
u = (um) l  v²ctì dàch chuyºn cõa ch§t r­n, w = f(UL − u) l  dàch chuyºn t÷ìng
�èi cõa ch§t läng �èi vîi n·n ch§t r­n, w=(wm), UL l  v²ctì dàch chuyºn cõa ch§t
läng, e(u) = (emn) l  tensì bi¸n d¤ng, f l  t½nh xèp, ρ = (1 − f)ρs + fρL l  mªt
�ë khèi l÷ñng cõa composite, ρL l  mªt �ë khèi l÷ñng cõa lé ch§t läng, ρs l  mªt
�ë khèi l÷ñng cõa n·n, K=(kmn) l  tensì th§m Darcy �èi xùng, f=(fm) l  lüc khèi
t¡c döng l¶n ph¦n r­n.

C¡c ph÷ìng tr¼nh (2.1) �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn nh÷ sau:

(A11v,1 + A13v,3 + A14v),1 + (A31v,1 + A33v,3 + A34v),3

+Bv,1 + Dv,3 + Ev + F = 0 (2.2)

trong �â v = [u1 u2 u3 p]
T , F = [f1 f2 f3 0]T v  c¡c ma trªn Ahk, B, D, E câ d¤ng:

A11 =

c11 c16 c15 0
c16 c66 c56 0
c15 c56 c55 0
0 0 0 k11

 , A13 =

c15 c14 c13 0
c56 c46 c36 0
c55 c45 c35 0
0 0 0 k13

 ,

A14 =

 0 0 0 −α11

0 0 0 −α12

0 0 0 −α13

iωα̂11 iωα̂12 iωα̂13 0

 , A31 =

c15 c56 c55 0
c14 c46 c45 0
c13 c36 c35 0
0 0 0 k13

 ,
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A33 =

c55 c45 c35 0
c45 c44 c34 0
c35 c34 c33 0
0 0 0 k33

 , A34 =

 0 0 0 −α13

0 0 0 −α23

0 0 0 −α33

iωα̂13 iωα̂23 iωα̂33 0

 , (2.3)

B =

 0 0 0 α̂11

0 0 0 α̂12

0 0 0 α̂13

−iωα11 −iωα12 −iωα13 0

 , D =

 0 0 0 α̂13

0 0 0 α̂23

0 0 0 α̂33

−iωα13 −iωα23 −iωα33 0

 ,

E = ω2

ρ̂11 ρ̂12 ρ̂13 0
ρ̂12 ρ̂22 ρ̂23 0
ρ̂13 ρ̂23 ρ̂33 0
0 0 0 −iβ/ω

 .
Ph÷ìng tr¼nh (2.2) l  ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn cõa lþ thuy¸t � n hçi xèp.

2.1.2. C¡c �i·u ki»n li¶n töc d¤ng ma trªn

X²t mët vªt thº � n hçi xèp dà h÷îng chi¸m c¡c mi·n hai chi·u Ω(+),Ω(−) cõa
m°t ph¯ng x1, x3 �÷ñc ph¥n chia bði �÷íng cong L câ ph÷ìng tr¼nh x3 = h(y),
y = x1/ε (ε > 0), trong �â h(y) tu¦n ho n vîi chu ký 1. Gi£ thi¸t �÷íng cong L
n¬m giúa hai �÷íng th¯ng x3 = −A, (A > 0) v  x3 = 0. Trong mi·n 0 < x1 < ε,
méi �÷íng th¯ng x3 = x03 = const (−A < x03 < 0) giao vîi �÷íng cong L t¤i �óng
hai �iºm. Cho 0 < ε << 1, khi �â L �÷ñc gåi l  bi¶n ph¥n chia câ �ë nh¡m cao cõa
Ω(+) v  Ω(−).

Gi£ sû r¬ng, c¡c vªt li»u � n hçi xèp dà h÷îng thu¦n nh§t kh¡c nhau n¬m tr¶n
c¡c mi·n Ω(+), Ω(−). C¡c tham sè vªt li»u �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

cij , kij , αij , β, f, ρs, ρL =

{
c
(+)
ij , k

(+)
ij , α

(+)
ij , β(+), f (+), ρ

(+)
s , ρ

(+)
L vîi x3 > h(x1/ε)

c
(−)
ij , k

(−)
ij , α

(−)
ij , β(−), f (−), ρ

(−)
s , ρ

(−)
L vîi x3 < h(x1/ε)

(2.4)
trong �â c(+)

ij , ..., ρ
(+)
L , c

(−)
ij , .., ρ

(−)
L l  c¡c h¬ng sè.

Gi£ sû Ω(+), Ω(−) g­n ch°t vîi nhau, �i·u ki»n li¶n töc tr¶n bi¶n ph¥n chia L l :

[ui ]L = 0, [ p ]L = 0, [σiknk]L = 0, [ŵknk]L = 0, i = 1, 2, 3

trong �â nk l  th nh ph¦n theo tröc xk cõa v²ctì ph¡p tuy¸n �ìn và �èi vîi �÷íng
cong L v  kþ hi»u [ f ]L = f (+) − f (−) tr¶n L.

�i·u ki»n li¶n töc (2.5) �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn nh÷ sau:[
v
]
L

= 0,
[(

A11v,1+A13v,3+A14v
)
n1+

(
A31v,1+A33v,3+A34v

)
n3

]
L

= 0. (2.5)

Nh÷ vªy, ta c¦n thu¦n nh§t hâa ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn (2.2) còng c¡c
�i·u ki»n li¶n töc d¤ng ma trªn (2.5) trong mi·n chùa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao.
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2.1.3. Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n d¤ng ma trªn

Gi£ thi¸t v(x1, x3, ε)=U(x1, y, x3, ε). Ta biºu di¹n U d÷îi d¤ng sau:
U = V + ε

(
N1V + N11V,1 + N13V,3

)
+ ε2

(
N2V + N21V,1 + N23V,3

+ N211V,11 + N213V,13 + N233V,33

)
+O(ε3) (2.6)

trong �â V=V(x1, x3), c¡c ma trªn 4×4 N1,..., N233 l  h m cõa y, x3, tu¦n ho n
theo y vîi chu ký 1 v  �÷ñc x¡c �ành sao cho ph÷ìng tr¼nh (2.2) v  �i·u ki»n li¶n
töc (2.5) thäa m¢n.

Nhªn x²t 2.1: Tø (2.6) ta th§y r¬ng u d¦n �¸n V khi ε ti¸n �¸n 0, do �â, V
l  sè h¤ng ch½nh cõa u. Nh÷ vªy, ta c¦n t¼m ph÷ìng tr¼nh �èi vîi V. Ph÷ìng tr¼nh
n y �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa cõa ph÷ìng tr¼nh �èi vîi u.

Sû döng c¡c kÿ thuªt cõa ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa, ta chùng minh �÷ñc
�ành lþ sau:

�ành lþ 2.1
Cho v(x1, x3, ε) thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn (2.2) v  �i·u ki»n

li¶n töc (2.5) vîi Ahk, B, D E �÷ñc x¡c �ành trong (2.3). �÷íng cong L: x3 = h(y),
y = x1/ε l  bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao dao �ëng giúa hai �÷íng th¯ng x3 = 0 v 
x3 = −A (A > 0). h(y) l  h m kh£ vi tu¦n ho n theo y vîi chu ký 1. Gi£ thi¸t th¶m
r¬ng v(x1, x3, ε)=U(x1, y, x3, ε) v  U(x1, y, x3, ε) câ d¤ng khai triºn ti»m cªn (2.6).
Khi �â V(x1, x3) l  nghi»m cõa b i to¡n sau:
Vîi x3 > 0:

A
(+)
hk V,kh +

(
A

(+)
14 + B(+)

)
V,1 +

(
A

(+)
34 + D(+)

)
V,3 + E(+)V + F(+) = 0. (2.7)

Vîi −A < x3 < 0:

〈A−1
11 〉−1V,11 + 〈A−1

11 〉−1〈A−1
11 A13〉V,13 +

{
〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1V,1

}
,3

+
{(
〈A33〉+ 〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A13〉 − 〈A31A
−1
11 A13〉

)
V,3

}
,3

+
(
〈BA−1

11 〉〈A
−1
11 〉−1 + 〈A−1

11 〉−1〈A−1
11 A14〉

)
V,1

+
(
〈D〉+ 〈BA−1

11 〉〈A
−1
11 〉−1〈A−1

11 A13〉 − 〈BA−1
11 A13〉

)
V,3

+
{(
〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A14〉 − 〈A31A
−1
11 A14〉+ 〈A34〉

)
V
}
,3

+
(
〈E〉+ 〈BA−1

11 〉〈A
−1
11 〉−1〈A−1

11 A14〉 − 〈BA−1
11 A14〉

)
V + 〈F〉 = 0.

(2.8)

Vîi x3 < −A:
A

(−)
hk V,kh +

(
A

(−)
14 + B(−)

)
V,1 +

(
A

(−)
34 + D(−)

)
V,3 + E(−)V + F(−) = 0. (2.9)

�i·u ki»n li¶n töc tr¶n c¡c �÷íng th¯ng x3 = 0 v  x3 = −A:
[ V ]L∗ = 0,[(
〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A14〉 − 〈A31A
−1
11 A14〉+ 〈A34〉

)
V

8



+ 〈A31A
−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1V,1 +

(
〈A33〉+ 〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A13〉

− 〈A31A
−1
11 A13〉

)
V,3

]
L∗

= 0, L∗ : x3 = 0, x3 = −A (2.10)

vîi 〈ϕ〉(x3) =
∫ 1

0
ϕdy = (y2 − y1)ϕ(+) + (1 − y2 + y1)ϕ(−) trong �â y1, y2(0 < y1 <

y2 < 1) l  hai nghi»m trong kho£ng (0 1) cõa ph÷ìng tr¼nh h(y) = x3 �èi vîi bi¸n
y.

Nh÷ vªy, ph÷ìng tr¼nh (2.8) l  ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n d¤ng ma
trªn cõa ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn (2.2).

2.1.4. Ph¥n t½ch sü t÷ìng �çng giúa ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn
v  �i·u ki»n li¶n töc d¤ng ma trªn

�i·u ki»n li¶n töc (2.5) tr¶n bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao n¬m giúa hai �÷íng
th¯ng song song, ph¥n chia hai mæi tr÷íng � n hçi xèp, câ chùa c£ �¤o h m bªc
nh§t cõa chuyºn dàch v  b£n th¥n chuyºn dàch. N¸u ta khæng biºu di¹n ph÷ìng
tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn theo c¡ch mîi (2.2) m  biºu di¹n ph÷ìng tr¼nh cì b£n
theo Vinh v  Tung th¼ vi»c gi£i c¡c b i to¡n bi¶n tr¶n nh¥n tu¦n ho n s³ phùc t¤p
v  ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa thu �÷ñc s³ cçng k·nh. Do trong luªn ¡n �¢ biºu
di¹n ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn (2.2) t÷ìng �çng vîi �i·u ki»n li¶n töc n¶n
ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n thu �÷ñc (2.7)-(2.9) câ d¤ng ng­n gån v 
c¡c h» sè cõa ph÷ìng tr¼nh ch¿ phö thuëc v o c¡c to¡n tû trung b¼nh hâa.

2.1.5. C¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n d¤ng th nh ph¦n cho
vªt li»u � n hçi xèp trüc h÷îng

Vªt li»u � n hçi xèp trüc h÷îng câ t½nh ch§t sau: ck4 = ck5 = ck6 = 0 (k =
1, 2, 3), c45 = c46 = c56 = 0, α12 = α13 = α23 = 0, k12 = k13 = k23 = 0. Khi �â,
c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa (2.7)-(2.9) câ d¤ng th nh ph¦n l :

Vîi x3 > 0:

c
(+)
11 V1,11 + c

(+)
55 V1,33 + ω2

(
ρ(+) − iωρ(+)2

L k
(+)
11

)
V1 +

(
c
(+)
55 + c

(+)
13

)
V3,13

−
(
α
(+)
11 − iωρ

(+)
L k

(+)
11

)
P,1 + f

(+)
1 = 0,

c
(+)
66 V2,11 + c

(+)
44 V2,33 + ω2

(
ρ(+) − iωρ(+)2

L k
(+)
22

)
V2 + f

(+)
2 = 0,

(c
(+)
55 + c

(+)
13 )V1,13 + c

(+)
55 V3,11 + c

(+)
33 V3,33 + ω2

(
ρ(+) − iωρ(+)2

L k
(+)
33

)
V3

−
(
α
(+)
33 − iωρ

(+)
L k

(+)
33

)
P,3 + f

(+)
3 = 0,

−
(
ω2ρ

(+)
L k

(+)
11 + iωα

(+)
11

)
V1,1 −

(
ω2ρ

(+)
L k

(+)
33 + iωα

(+)
33

)
V3,3 + k

(+)
11 P,11

+k
(+)
33 P,33 − iωβ(+)P = 0.

(2.11)
Vîi x3 < −A:

C¡c ph÷ìng tr¼nh trong mi·n n y gièng vîi c¡c ph÷ìng tr¼nh (2.11) ch¿ thay c¡c kþ
hi»u ”(+)” bði c¡c kþ hi»u ”(−)”.
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Vîi −A < x3 < 0:

〈c−1
11 〉−1V1,11 +

(
〈c−1

55 〉−1V1,3
)
,3

+ ω2
(
〈ρ〉 − iω〈k−1

11 〉−1〈ρL〉2
)
V1 +

(
〈c−1

55 〉−1V3,1
)
,3

+〈c−1
11 〉−1

〈c13
c11

〉
V3,13 −

(
〈c−1

11 〉−1
〈α11

c11

〉
− iω〈k−1

11 〉−1〈ρL〉
)
P,1 + 〈f1〉 = 0,

〈c−1
66 〉−1V2,11 +

(
〈c44〉V2,3

)
,3

+ ω2
(
〈ρ〉 − iω〈k22ρ2L〉

)
V2 + 〈f2〉 = 0,

〈c−1
55 〉−1V1,13 +

(
〈c−1

11 〉−1
〈c13
c11

〉
V1,1

)
,3

+ 〈c−1
55 〉−1V3,11 +

{(
〈c−1

11 〉−1
〈c13
c11

〉2
+〈(c11c33 − c213)/c11〉

)
V3,3

}
,3

+ ω2
(
〈ρ〉 − iω〈k33ρ2L〉

)
V3 + iω〈k33ρL〉P,3

+
{(〈α11c13

c11

〉
− 〈c−1

11 〉−1
〈c13
c11

〉〈α11

c11

〉
− 〈α33〉

)
P
}
,3

+ 〈f3〉 = 0,

−
(
ω2〈k−1

11 〉−1〈ρL〉+ iω〈c−1
11 〉−1

〈α11

c11

〉)
V1,1 + iω

(〈α11c13
c11

〉
− 〈c−1

11 〉−1
〈c13
c11

〉〈α11

c11

〉
−〈α33〉

)
V3,3 − ω2

(
〈k33ρL〉V3

)
,3

+ 〈k−1
11 〉−1P,11 +

(
〈k33〉P,3

)
,3
− iω

(
〈β〉+

〈α2
11

c11

〉
−
〈
c−1
11

〉−1〈α11

c11

〉2)
P = 0.

(2.12)
trong �â V1, V2, V3 v  P l  c¡c th nh ph¦n cõa v²ctì V.

C¡c �¤i l÷ñng V1, V2, V3, P, σ0
13, σ

0
23, σ

0
33, ŵ

0
3 ph£i li¶n töc tr¶n c¡c �÷íng th¯ng:

x3 = −A, x3 = 0, trong �â:

σ0
13 = 〈c−1

55 〉−1
(
V1,3 + V3,1

)
, σ0

23 = 〈c44〉V2,3,

σ0
33 = 〈c−1

11 〉−1
〈c13
c11

〉
V1,1 +

(
〈c−1

11 〉−1
〈c13
c11

〉2
+ 〈(c11c33 − c213)/c11〉

)
V3,3

+
(〈α11c13

c11

〉
− 〈c−1

11 〉−1
〈c13
c11

〉〈α11

c11

〉
− 〈α33〉

)
P, (2.13)

ŵ0
3 = −ω2〈k33ρL〉V3 + 〈k33〉P,3.

2.2. Thu¦n nh§t hâa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao giúa hai mi·n
� n hçi xèp trong mi·n ba chi·u theo mæ h¼nh cõa Biot

2.2.1. C¡c ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn

X²t mæi tr÷íng � n hçi xèp dà h÷îng vîi c¡c lé chùa ch§t läng l  Newton v 
khæng n²n �÷ñc. Theo mæ h¼nh cõa Biot (1956), c¡c ph÷ìng tr¼nh cì b£n cõa mæi
tr÷íng � n hçi xèp vîi c¡c chuyºn �ëng l  �i·u háa theo thíi gian câ d¤ng:

divΣ + f = −ω2
(
ρu + ρLw

)
, ρLü + ρwẅ + K−1ẇ + gradp = 0,

Σ = Ce(u)−αp, divw = −α : e(u)− βp, (2.14)

trong �â α = (αij) l  tensì h» sè ùng su§t hi»u döng Biot, β l  nghàch �£o cõa mæ
�un Biot t÷ìng ùng vîi h» sè n²n cõa ch§t läng v  cõa n·n.
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Ph÷ìng tr¼nh (2.14) câ d¤ng ma trªn nh÷ sau:

(A11v,1 + A12v,2 + A13v,3 + A14v),1 + (A21v,1 + A22v,2 + A23v,3 + A24v),2

+ (A31v,1 + A32v,2 + A33v,3 + A34v),3 + Bv,1 + Gv,2 + Dv,3 + Ev + F = 0.

(2.15)

trong �â v = [u1 u2 u3 p]
T , F = [f1 f2 f3 0]T v  c¡c ma trªn Ahk, B, G, D, E câ

d¤ng:

A11 =

c11 c16 c15 0
c16 c66 c56 0
c15 c56 c55 0

0 0 0 k̂11

 , A12 =

c16 c12 c14 0
c66 c26 c46 0
c56 c25 c45 0

0 0 0 k̂12

 ,

A13 =

c15 c14 c13 0
c56 c46 c36 0
c55 c45 c35 0

0 0 0 k̂13

 , A14 =

 0 0 0 −α11

0 0 0 −α12

0 0 0 −α13

iωα̂11 iωα̂12 iωα̂13 0

 ,

A21 =

c16 c66 c56 0
c12 c26 c25 0
c14 c46 c45 0

0 0 0 k̂12

 , A22 =

c66 c26 c46 0
c26 c22 c24 0
c46 c24 c44 0

0 0 0 k̂22

 ,

A23 =

c56 c46 c36 0
c25 c24 c23 0
c45 c44 c34 0

0 0 0 k̂23

 , A24 =

 0 0 0 −α12

0 0 0 −α22

0 0 0 −α23

iωα̂12 iωα̂22 iωα̂23 0

 ,

A31 =

c15 c56 c55 0
c14 c46 c45 0
c13 c36 c35 0

0 0 0 k̂13

 , A32 =

c56 c25 c45 0
c46 c24 c44 0
c36 c23 c34 0

0 0 0 k̂23

 , (2.16)

A33 =

c55 c45 c35 0
c45 c44 c34 0
c35 c34 c33 0

0 0 0 k̂33

 , A34 =

 0 0 0 −α13

0 0 0 −α23

0 0 0 −α33

iωα̂13 iωα̂23 iωα̂33 0

 ,

B =

 0 0 0 α̂11

0 0 0 α̂12

0 0 0 α̂13

−iωα11 −iωα12 −iωα13 0

 , G =

 0 0 0 α̂12

0 0 0 α̂22

0 0 0 α̂23

−iωα12 −iωα22 −iωα23 0

 ,

D =

 0 0 0 α̂13

0 0 0 α̂23

0 0 0 α̂33

−iωα13 −iωα23 −iωα33 0

 , E = ω2

ρ̂11 ρ̂12 ρ̂13 0
ρ̂12 ρ̂22 ρ̂23 0
ρ̂13 ρ̂23 ρ̂33 0
0 0 0 −iβ/ω

 .
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2.2.2. C¡c �i·u ki»n li¶n töc d¤ng ma trªn

X²t vªt thº � n hçi xèp tuy¸n t½nh n¬m trong c¡c mi·n ba chi·u Ω(+), Ω(−),
bi¶n ph¥n chia L l  mët m°t trö câ �÷íng sinh song song vîi Ox2 v  �÷íng chu©n
(dåc theo m°t ph¯ng x2 = 0) �÷ñc biºu di¹n bði ph÷ìng tr¼nh x3 = h(y), y = x1/ε
(ε > 0), trong �â h m h(y) tu¦n ho n vîi chu ký 1. Gi£ sû c¡c vªt li»u � n hçi xèp
thu¦n nh§t n¬m trong c¡c mi·n Ω(+), Ω(−) l  kh¡c nhau. C¡c tham sè vªt li»u �÷ñc
x¡c �ành nh÷ sau:

cij , kij , α, β, f, ρs, ρw, ρL =

c
(+)
ij , k

(+)
ij , α(+), β(+), f (+), ρ

(+)
s , ρ

(+)
w , ρ

(+)
L , x3 > h(

x1
ε

)

c
(−)
ij , k

(−)
ij , α(−), β(−), f (−), ρ

(−)
s , ρ

(−)
w , ρ

(−)
L , x3 < h(

x1
ε

)

(2.17)
trong �â c(+)

ij , ..., ρ
(+)
L , c

(−)
ij , .., ρ

(−)
L l  c¡c h¬ng sè.

Gi£ sû r¬ng Ω(+), Ω(−) g­n ch°t vîi nhau, �i·u ki»n li¶n töc câ d¤ng ma trªn l :[
v
]
L

= 0.[(
A11v,1 + A12v,2 + A13v,3 + A14v

)
n1

+
(
A31v,1 + A32v,2 + A33v,3 + A34v

)
n3
]
L

= 0.

(2.18)

Ta c¦n thu¦n nh§t hâa ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn (2.15) còng c¡c �i·u ki»n
li¶n töc d¤ng ma trªn (2.18) trong mi·n chùa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao.

2.2.3. Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n d¤ng ma trªn

Gi£ thi¸t v(x1, x2, x3, ε)=U(x1, y, x2, x3, ε). Ta biºu di¹n U d÷îi d¤ng sau:

U = V + ε
(
N1V + N11V,1 + N12V,2 + N13V,3

)
+ ε2

(
N2V + N21V,1 + N22V,2 + N23V,3 + N211V,11

+ N212V,12 + N213V,13 + N222V,22 + N223V,23 + N233V,33

)
+O(ε3) (2.19)

trong �â V=V(x1, x2, x3), c¡c ma trªn 4×4 N1, ..., N233 l  h m cõa y, x3, tu¦n
ho n theo y vîi chu ký 1 v  �÷ñc x¡c �ành sao cho ph÷ìng tr¼nh (2.15) v  �i·u ki»n
li¶n töc (2.18) thäa m¢n.

Thüc hi»n c¡c kÿ thuªt cõa ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa, ta câ �ành lþ sau:
�ành lþ 2.2
Cho v(x1, x2, x3, ε) thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh cì b£n (2.15) v  �i·u ki»n li¶n töc

(2.18) vîi Ahk, B, G, D, E �÷ñc cho trong (2.16). Bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao L:
x3 = h(y), y = x1/ε n¬m giúa hai m°t ph¯ng x3 = 0 v  x3 = −A (A > 0). h(y)
l  h m kh£ vi tu¦n ho n theo y vîi chu ký 1. Gi£ thi¸t th¶m r¬ng v(x1, x2, x3, ε)
= U(x1, y, x2, x3, ε) v  U(x1, y, x2, x3, ε) câ d¤ng khai triºn ti»m cªn (2.19). Khi �â
V(x1, x2, x3) l  nghi»m cõa b i to¡n:
Vîi x3 > 0 v  x3 < −A:

A
(±)
hk V,kh +

(
A

(±)
14 + B(±)

)
V,1 +

(
A

(±)
24 + G(±)

)
V,2

+
(
A

(±)
34 + D(±)

)
V,3 + E(±)V + F(±) = 0.

(2.20)

12



Ta l§y d§u (+) ùng vîi b¡n khæng gian Ω(+), d§u (−) ùng vîi b¡n khæng gian Ω(−).
Vîi −A < x3 < 0:

〈A−1
11 〉−1V,11 +

(
〈A−1

11 〉−1〈A−1
11 A12〉+ 〈A21A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1

)
V,12

+ 〈A−1
11 〉−1〈A−1

11 A13〉V,13 +
(
〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1V,1

)
,3

+
(
〈A21A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A12〉 − 〈A21A
−1
11 A12〉+ 〈A22〉

)
V,22

+
(
〈A21A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A13〉 − 〈A21A
−1
11 A13〉+ 〈A23〉

)
V,23

+
{(
〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A12〉 − 〈A31A
−1
11 A12〉+ 〈A32〉

)
V,2

}
,3

+
{(
〈A33〉+ 〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A13〉 − 〈A31A
−1
11 A13〉

)
V,3

}
,3

+
(
〈BA−1

11 〉〈A
−1
11 〉−1 + 〈A−1

11 〉−1〈A−1
11 A14〉

)
V,1 +

(
〈A21A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A14〉

− 〈A21A
−1
11 A14〉+ 〈A24〉+ 〈BA−1

11 〉〈A
−1
11 〉−1〈A−1

11 A12〉 − 〈BA−1
11 A12〉+ 〈G〉

)
V,2

+
(
〈D〉+ 〈BA−1

11 〉〈A
−1
11 〉−1〈A−1

11 A13〉 − 〈BA−1
11 A13〉

)
V,3

+
{(
〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A14〉 − 〈A31A
−1
11 A14〉+ 〈A34〉

)
V
}
,3

+
(
〈E〉+ 〈BA−1

11 〉〈A
−1
11 〉−1〈A−1

11 A14〉 − 〈BA−1
11 A14〉

)
V + 〈F〉 = 0.

(2.21)

�i·u ki»n li¶n töc tr¶n c¡c m°t ph¯ng L∗: x3 = 0 v  x3 = −A:

[ V ]L∗ = 0,[(
〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A14〉 − 〈A31A
−1
11 A14〉+ 〈A34〉

)
V+

〈A31A
−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1V,1

+
(
〈A32〉+ 〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A12〉 − 〈A31A
−1
11 A12〉

)
V,2

+
(
〈A33〉+ 〈A31A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A13〉 − 〈A31A
−1
11 A13〉

)
V,3

]
L∗

= 0. (2.22)

2.2.4. C¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n d¤ng th nh ph¦n cho
vªt li»u � n hçi xèp trüc h÷îng

�èi vîi vªt li»u � n hçi xèp trüc h÷îng, ta câ: ck4 = ck5 = ck6 = 0, k =
1, 2, 3, c45 = c46 = c56 = 0, α12 = α13 = α23 = 0, k12 = k13 = k23 = 0. Tø (2.15),
ta nhªn �÷ñc c¡c ma trªn Ahk, B, G, D, E. Thay c¡c ma trªn n y v o ph÷ìng
tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng (2.20),(2.21) v  �i·u ki»n li¶n töc (2.22) ta s³ thu �÷ñc
c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n d¤ng th nh ph¦n.
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2.3. K¸t luªn

Trong ch÷ìng n y, c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n cõa lþ thuy¸t � n
hçi xèp câ bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao trong mi·n hai chi·u theo mæ h¼nh Auriault
v  trong mi·n ba chi·u theo mæ h¼nh Biot �÷ñc thi¸t lªp b¬ng c¡ch sû döng c¡c kÿ
thuªt cì b£n cõa ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa. C¡c k¸t qu£ ch½nh cõa ch÷ìng 2 �¢
�÷ñc cæng bè tr¶n 01 b i b¡o quèc t¸ uy t½n, 01 b i b¡o quèc gia uy t½n.

Pham Chi Vinh, Do Xuan Tung, Nguyen Thi Kieu, (2018), �Homogenization of
very rough two-dimensional interfaces separating two dissimilar poroelastic solids
with time-harmonic motions�, Mathematics and Mechanics of solids, 24, (5), pp.
1349�1367.

Nguyen Thi Kieu, Pham Chi Vinh, Do Xuan Tung,(2019), �Homogenization of
very rough three-dimensional interfaces for the poroelasticity theory with Biot's
model�, Vietnam Journal of Mechanics, Vietnam Academy of Science and Technol-
ogy, Vol. 41, No. 3, pp. 273-285.
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Ch÷ìng 3

THU�N NH�T HÂA BI�N PH�N CHIA �Ë NH�M CAO CÕA LÞ
THUY�T ��N HÇI MICROPOLAR

Trong ch÷ìng 3, c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n cõa lþ thuy¸t � n
hçi micropolar câ bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao n¬m giúa hai �÷íng th¯ng song song
�÷ñc thi¸t lªp nhí vi»c sû döng c¡c kÿ thuªt cõa ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa gièng
nh÷ �¢ tr¼nh b y trong ch÷ìng 2.

3.1. C¡c ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn

X²t vªt � n hçi micropolar, c¡c ph÷ìng tr¼nh chuyºn �ëng câ d¤ng:

tki,k + ρfi = ρüi, mki,k + εirstrs + ρli = ρjφ̈i, i = 1, 2, 3 (3.1)

trong �â tki l  c¡c th nh ph¦n cõa tensì ùng su§t, mki l  c¡c th nh ph¦n cõa tensì
ùng su§t c°p, ui l  chuyºn dàch, φi l  c¡c gâc quay, ρ l  mªt �ë khèi l÷ñng, j l  qu¡n
t½nh micro, fi l  v²ctì lüc khèi, li l  v²ctì c°p lüc khèi, εirs l  kþ hi»u Levi-Civita.

C¡c ph÷ìng tr¼nh (3.1) câ d¤ng ma trªn l :

(A11u,1 + A12u,2 +Gu),1+(A21u,1 + A22u,2 +Hu),2+Bu,1+Du,2+Eu+F = ρü

(3.2)
trong �â

A11 =

[
λ+ κ+ 2µ 0 0

0 κ+ µ 0
0 0 γ

]
, A12 =

[
0 λ 0
µ 0 0
0 0 0

]
, A21 =

[
0 µ 0
λ 0 0
0 0 0

]
,

A22 =

[
κ+ µ 0 0

0 λ+ κ+ 2µ 0
0 0 γ

]
, B =

[
0 0 0
0 0 0
0 κ 0

]
, D =

[
0 0 0
0 0 0
−κ 0 0

]
, (3.3)

E =

[
0 0 0
0 0 0
0 0 −2κ

]
, G =

[
0 0 0
0 0 −κ
0 0 0

]
, H =

[
0 0 κ
0 0 0
0 0 0

]
,

F = [ρf1 ρf2 ρl3]T , u = [u1 u2 φ]T , ρ = diag[ρ ρ ρj].

3.2. C¡c �i·u ki»n li¶n töc d¤ng ma trªn

X²t vªt thº � n hçi micropolar �¯ng h÷îng tuy¸n t½nh chi¸m c¡c mi·n hai chi·u
Ω(+) v  Ω(−) cõa m°t ph¯ng x1x2 �÷ñc ph¥n chia bði �÷íng cong L. L câ ph÷ìng
tr¼nh: x2 = h(y), y = x1/ε, h(y) l  h m tu¦n ho n vîi chu ký 1 vîi gi¡ trà nhä nh§t
l  0 v  gi¡ trà lîn nh§t l  H. Gi£ thi¸t ε nhä hìn nhi·u so vîi H (v  trong mi·n
0 < x1 < ε (0 < y < 1), méi �÷íng th¯ng x2 = x02 = const (0 < x02 < H) giao vîi
�÷íng cong L t¤i �óng hai �iºm.
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C¡c tham sè vªt li»u λ, µ, κ, γ, ρ v  j nhªn c¡c gi¡ trà h¬ng sè kh¡c nhau trong
mi·n Ω(+) v  Ω(−):

λ, µ, κ, γ, ρ, j =

{
λ(+), µ(+), κ(+), γ(+), ρ(+), j(+) vîi (x1, x2) ∈ Ω(+)

λ(−), µ(−), κ(−), γ(−), ρ(−), j(−) vîi (x1, x2) ∈ Ω(−)

(3.4)
Gi£ sû Ω(+) v  Ω(−) g­n ch°t vîi nhau dåc theo L, khi �â �i·u ki»n li¶n töc l :

[φ]L = 0, [uk]L = 0, [t1kn1 + t2kn2]L = 0, [m1kn1 +m2kn2]L = 0, k = 1, 3 (3.5)

C¡c �i·u ki»n li¶n töc (3.5) �÷ñc biºu di¹n d÷îi d¤ng ma trªn nh÷ sau:

[u]L = 0,
[(
A11u,1+A21u,2+Gu

)
n1

]
L

+
[(
A12u,1+A22u,2+Hu

)
n2

]
L

= 0. (3.6)

Nh÷ vªy, ta c¦n thu¦n nh§t hâa ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn (3.2) còng c¡c
�i·u ki»n li¶n töc d¤ng ma trªn (3.6) trong mi·n chùa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao.

3.3. Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng ma trªn

Ta câ u(x1, x2, ε, t)=U(x1, y, x2, ε, t) v  biºu di¹n U d÷îi d¤ng sau:

U = V + ε
(
N1V + N11V,1 + N12V,2

)
+ ε2

(
N2V + N21V,1 + N22V,2

+ N211V,11 + N212V,12 + N222V,22

)
+O(ε3) (3.7)

trong �â V=V(x1, x2, t), c¡c ma trªn 4×4 N1,..., N222 l  c¡c h m cõa y, x2, tu¦n
ho n theo y vîi chu ký 1 v  �÷ñc x¡c �ành sao cho ph÷ìng tr¼nh (3.2) v  �i·u ki»n
li¶n töc (3.6) thäa m¢n.

Thüc hi»n c¡c kÿ thuªt cõa ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa ta thu �÷ñc c¡c ph÷ìng
tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n d¤ng ma trªn sau:

Vîi x2 < 0 v  x2 > H:(
A

(±)
11 V,1 + A

(±)
12 V,2 + G(±)V

)
,1

+
(
A

(±)
21 V,1 + A

(±)
22 V,2 + H(±)V

)
,2

+B(±)V,1 + D(±)V,2 + E(±)V + F(±) = ρ(±)V̈ (3.8)

l§y d§u (+) ùng vîi mi·n Ω(+), l§y d§u (−) ùng vîi mi·n Ω(−).
Vîi 0 < x2 < H:

〈A−1
11 〉−1V,11 + 〈A−1

11 〉−1〈A−1
11 A12〉V,12 +

(
〈A21A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1V,1

)
,2

+
{(
〈A22〉+ 〈A21A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 A12〉 − 〈A21A
−1
11 A12〉

)
V,2

}
,2

+
(
〈BA−1

11 〉〈A
−1
11 〉−1 + 〈A−1

11 〉−1〈A−1
11 G〉

)
V,1

+
(
〈D〉+ 〈BA−1

11 〉〈A
−1
11 〉−1〈A−1

11 A12〉 − 〈BA−1
11 A12〉

)
V,2

+
{(
〈A21A

−1
11 〉〈A

−1
11 〉−1〈A−1

11 G〉 − 〈A21A
−1
11 G〉+ 〈H〉

)
V
}
,2

+
(
〈E〉+ 〈BA−1

11 〉〈A
−1
11 〉−1〈A−1

11 G〉 − 〈BA−1
11 G〉

)
V + 〈F〉 = 〈ρ〉V̈

(3.9)
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�i·u ki»n li¶n töc tr¶n �÷íng th¯ng L∗ : x2 = 0, x2 = H l :

[V]L∗ = 0,[ (
A21N

1
,y + H

)
V + A21

(
N11
,y + I

)
V,1 +

(
A21N

12
,y + A22

)
V,2

]
L∗

= 0, (3.10)

3.4. Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng th nh ph¦n

Thay c¡c ma trªn Ahk, B, G, D, E, H trong (3.3) v o c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n
nh§t hâa (3.8), (3.9) v  �i·u ki»n li¶n töc (3.10) ta s³ thu �÷ñc c¡c ph÷ìng tr¼nh
thu¦n nh§t hâa v  �i·u ki»n li¶n töc d¤ng th nh ph¦n.

3.5. K¸t luªn

Sû döng c¡c kÿ thuªt cì b£n cõa ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa, c¡c ph÷ìng tr¼nh
thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n v  �i·u ki»n li¶n töc t÷ìng ùng cõa mæi tr÷íng � n hçi
�¯ng h÷îng micropolar �÷ñc thi¸t lªp. K¸t qu£ ch½nh cõa ch÷ìng 3 �÷ñc cæng bè
trong 01 b i b¡o quèc t¸ uy t½n.

P.C. Vinh, V.T.N. Anh, D.X. Tung, N.T. Kieu, Homogenization of very rough
interfaces for the micropolar elasticity theory. Applied Mathematical Modelling 2018;
54, pp. 467-482.
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Ch÷ìng 4

ÙNG DÖNG CÕA C�C PH×ÌNG TR�NH THU�N NH�T HÂA
D�NG HI�N CHO B�I TO�N PH�N X�, KHÓC X�

Trong ch÷ìng n y, ta sû döng c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n �¢
�÷ñc thi¸t lªp �º kh£o s¡t b i to¡n ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng. Theo þ ngh¾a cõa
ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa, b i to¡n ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng �èi vîi bi¶n ph¥n
chia câ �ë nh¡m cao �÷ñc �÷a v· b i to¡n ph£n x¤, khóc x¤ �èi vîi lîp vªt li»u
khæng thu¦n nh§t.

4.1. Sâng ngang, sâng dåc

Sâng ngang l  sâng m  câ ph÷ìng chuyºn dàch d cõa c¡c ph¦n tû vªt ch§t vuæng
gâc vîi ph÷ìng truy·n sâng p. Câ hai lo¤i sâng ngang l  sâng SV (Shear Vertical)
v  sâng SH (Shear Horizontal).

Sâng SV câ ph÷ìng chuyºn dàch dSV v  ph÷ìng truy·n sâng p còng n¬m trong
m°t ph¯ng th¯ng �ùng (m°t ph¯ng x£y ra tr¤ng th¡i bi¸n d¤ng ph¯ng).

Sâng SH câ ph÷ìng chuyºn dàch dSH n¬m trong m°t ph¯ng n¬m ngang.
Sâng dåc (sâng chuyºn dàch dåc) l  sâng câ ph÷ìng chuyºn dàch d còng ph÷ìng

vîi ph÷ìng truy·n sâng p.
Trong luªn ¡n ta nghi¶n cùu sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng SH �èi vîi mæi tr÷íng

� n hçi, � n hçi xèp v  sâng chuyºn dàch dåc trong mæi tr÷íng � n hçi micropolar.

4.2. Sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng SH �èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë
nh¡m cao trong mæi tr÷íng � n hçi �¯ng h÷îng

4.2.1. �°t b i to¡n

X²t vªt thº � n hçi tuy¸n t½nh chi¸m c¡c mi·n hai chi·u Ω(+),Ω(−) cõa m°t ph¯ng
x1x3 �÷ñc ph¥n chia bði �÷íng cong L dao �ëng giúa hai �÷íng th¯ng x3 = 0 v 
x3 = h , h l  �ë cao cõa bi¶n ph¥n chia. �÷íng cong L �÷ñc biºu di¹n bði ph÷ìng
tr¼nh x3 = l(y), y = x1/ε, trong �â l(y) l  h m tu¦n ho n vîi chu ký 1. Gi£ sû r¬ng
0 < ε/h << 1, �÷íng cong L l  bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao. Gi£ thi¸t th¶m r¬ng
trong mi·n 0 < x1 < ε (0 < y < 1), måi �÷íng th¯ng x3 = x03 = const (0 < x03 < h)
giao vîi �÷íng cong L t¤i �óng hai �iºm. Ngh¾a l  trong kho£ng 0 < y < 1 ph÷ìng
tr¼nh l(y) = x3 �èi vîi bi¸n y câ �óng hai nghi»m �÷ñc kþ hi»u l  y1(x3) v  y2(x3)
(0 < y1(x3) < y2(x3) < 1).

B i to¡n �°t ra l : kh£o s¡t sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng SH �èi vîi bi¶n
ph¥n chia �ë nh¡m cao L. Theo þ ngh¾a cõa ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa, b i to¡n
n y �÷ñc �÷a v· b i to¡n ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng SH �èi vîi lîp FGM. �¥y l 
b i to¡n �¢ �÷ñc c¡c t¡c gi£ Vinh, P.C., Tuan, T.T. v  Capistran, M.A. nghi¶n cùu
v o n«m 2015.
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4.2.2. Cæng thùc hiºn cõa h» sè ph£n x¤, khóc x¤

Theo Vinh v  c¡c cëng sü (Ph¦n 2.3), h» sè ph£n x¤, khóc x¤ R v  T l :

R =
α1α2H

∗
21 +H∗

12 + i
(
α1H

∗
11 − α2H

∗
22

)
α1α2H∗

21 −H∗
12 + i

(
α1H∗

11 + α2H∗
22

) ,
T =

2iα1

α1α2H∗
21 −H∗

12 + i
(
α1H∗

11 + α2H∗
22

) (4.1)

trong �â α1 = µ(+)k(+)cosθ1, α2 = µ(−)k(−)cosθ2 v  c¡c �¤i l÷ñng H∗
ij xem trong

luªn ¡n to n v«n.

4.2.3. Sü phö thuëc cõa c¡c h» sè ph£n x¤, khóc x¤ v o gâc tîi v  d¤ng
bi¶n ph¥n chia

Tø c¡c kh£o s¡t sè sü phö thuëc cõa c¡c h» sè ph£n x¤, khóc x¤ v o gâc tîi,
d¤ng bi¶n ph¥n chia, ta nhªn th§y:

(i) Mæ �un |R| v  |T | phö thuëc m¤nh v o gâc tîi.
(ii) �ë rëng cõa r«ng l÷ñc £nh h÷ðng rã �¸n mæ �un |R| cõa h» sè ph£n x¤ vîi

sü thay �êi kho£ng 60%, nh÷ng khæng £nh h÷ðng nhi·u �¸n mæ �un |T | cõa h» sè
khóc x¤.

(iii) Mæ �un |T | phö thuëc ½t v o d¤ng bi¶n ph¥n chia, trong khi �â mæ �un |R|
phö thuëc �¡ng kº v o d¤ng bi¶n ph¥n chia.

4.2.4. Band gap cõa sâng SH �èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao

Trong ph¦n n y, ta th§y r¬ng bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao d¤ng h¼nh l÷ñc vîi
�ë rëng cõa r«ng l÷ñc bi¸n thi¶n tu¦n ho n câ thº t¤o ra band-gap (Band-gap �÷ñc
xem nh÷ mët d£i t¦n sè vîi mæ �un |T | cõa h» sè khóc x¤ nhä hìn 10−3) vîi �i·u
ki»n sè chu ký cõa r«ng l÷ñc v  bi¶n �ë cõa �ë rëng r«ng l÷ñc tu¦n ho n l  �õ lîn.
�ë rëng v  và tr½ cõa band-gap phö thuëc nhi·u v o sü ch¶nh l»ch v· �ë cùng cõa
hai b¡n khæng gian, bi¶n �ë cõa sü bi¸n thi¶n �ë rëng cõa r«ng l÷ñc, gâc tîi cõa
sâng SH v  sè chu ký cõa r«ng l÷ñc.

4.3. Sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng SH �èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë
nh¡m cao trong mæi tr÷íng � n hçi xèp trüc h÷îng

Trong ph¦n n y, ta x²t sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng SH (u1 ≡ u3 ≡ p ≡ 0, u2 6=
0) �èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao d¤ng h¼nh l÷ñc ph¥n chia hai b¡n khæng gian
� n hçi xèp trüc h÷îng. Theo þ ngh¾a cõa ph÷ìng ph¡p thu¦n nh§t hâa, b i to¡n
�÷ñc �÷a v· sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng SH (V1 ≡ V3 ≡ P ≡ 0, V2 6= 0) �èi vîi
lîp vªt li»u thu¦n nh§t trong mi·n −A ≤ x3 ≤ 0. C¡c cæng thùc t½nh h» sè ph£n x¤,
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khóc x¤ �÷ñc t½nh nh÷ sau:

R =
pr − sn
mr − qn

, T =
ms− pq
mr − qn

(4.2)

vîi

m = a1e−(Â3+iP̂3)A + a2e(Â3+iP̂3)A, n = −2e(A3T+iP3T )A,

p = −{a2e−(Â3+iP̂3)A + a1e(Â3+iP̂3)A}, q = a1e−(Â3+iP̂3)A − a2e(Â3+iP̂3)A,

r = 2
c
(−)
44 (A3T + iP3T )

〈c44〉(Â3 + iP̂3)
e(A3T+iP3T )A, s = −{a2e−(Â3+iP̂3)A − a1e(Â3+iP̂3)A},

(4.3)

4.3.1. Sü phö thuëc cõa c¡c h» sè ph£n x¤, khóc x¤ v o mët sè tham sè

Sau khi kh£o s¡t sè sü phö thuëc cõa c¡c h» sè ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng SH
theo gâc tîi, �ë nh¡m, ...ta nhªn th§y:

(i) Bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao l m cho h» sè ph£n x¤ (|R|) gi£m v  h» sè khóc
x¤ (|T |) t«ng.

(ii) C¡c h» sè ph£n x¤, khóc x¤ phö thuëc m¤nh v o gâc tîi θ (0 ≤ θ < 900).
(iii) H» sè ph£n x¤ t«ng v  h» sè khóc x¤ gi£m khi �ë rëng cõa r«ng l÷ñc t«ng.
(iv) Vîi c¡c gi¡ trà nhä cõa ε2 = c

(−)
44 /c

(+)
44 h» sè ph£n x¤ trð n¶n r§t nhä cán h»

sè khóc x¤ l¤i r§t lîn, ngh¾a l  trong tr÷íng hñp n y sü ph£n x¤ d÷íng nh÷ khæng
tçn t¤i.

(v) Khi ε4 = ω2ρ(+)A2/c
(+)
44 t«ng l m cho h» sè ph£n x¤ gi£m m¤nh v  h» sè

khóc x¤ t«ng m¤nh, ngh¾a l  vîi t¦n sè cao, h» sè ph£n x¤ trð n¶n nhä v  h» sè khóc
x¤ lîn.

4.4. Sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng câ chuyºn dàch dåc �èi vîi bi¶n
ph¥n chia �ë nh¡m cao trong mæi tr÷íng � n hçi micropolar
�¯ng h÷îng

4.4.1. �°t b i to¡n

X²t vªt thº � n hçi micropolar �¯ng h÷îng tuy¸n t½nh chi¸m c¡c mi·n hai chi·u
Ω(+) v  Ω(−) cõa m°t ph¯ng x1x2 �÷ñc ph¥n chia bði �÷íng cong L. L câ ph÷ìng
tr¼nh: x2 = h(y), y = x1/ε, h(y) l  h m tu¦n ho n vîi chu ký 1 vîi gi¡ trà nhä nh§t
l  0 v  gi¡ trà lîn nh§t l  H. Gi£ thi¸t ε nhä hìn nhi·u so vîi H v  trong mi·n
0 < x1 < ε (0 < y < 1), méi �÷íng th¯ng x2 = x02 = const (0 < x02 < H) giao vîi
�÷íng cong L t¤i �óng hai �iºm.

B i to¡n �°t ra l : kh£o s¡t sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng câ chuyºn dàch dåc �èi
vîi bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao L giúa hai b¡n khæng gian � n hçi micropolar �¯ng
h÷îng.
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4.4.2. Sâng tîi

Cho sâng ph¯ng chuyºn dàch dåc vîi bi¶n �ë �ìn và, gâc tîi θ0 (0 < θ0 < π/2),
sè sâng k0, vªn tèc pha v0, lan truy·n trong b¡n khæng gian Ω(+). Khi �â, c¡c dàch
chuyºn cì håc V1I , V2I v  chuyºn dàch quay ΦI câ d¤ng:

V1I = U1I(z)eik(x1−ct), V2I = U2I(z)eik(x1−ct),

ΦI = kΞI(z)eik(x1−ct), (4.4)

trong �â z = kx2, k = k0 sinθ0, c =
v0

sinθ0
, U1I(z) = sinθ0eiz cotθ0 , U2I(z) =

cosθ0eiz cotθ0 , ΞI(z) ≡ 0

4.4.3. Biºu di¹n Stroh cõa c¡c b¡n khæng gian v  lîp

Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n
ξ
′
(z) = iNξ(z) (4.5)

�÷ñc gåi l  biºu di¹n Stroh, trong �â ξ = [U1 U2 Ξ T1 T2 M ]T , d§u ph£y ch¿ �¤o
h m theo bi¸n z v  c¡c th nh ph¦n cõa ma trªn N xem trong luªn ¡n to n v«n.
Biºu di¹n n y l  cæng cö cì b£n �º nghi¶n cùu b i to¡n ph£n x¤, khóc x¤.

4.4.4. C¡c sâng ph£n x¤

Ba sâng ph£n x¤ truy·n trong b¡n khæng gian Ω(+) l :

RWk = wkrξkre
ipkzeik(x1−ct), k = 1, 2, 3 (4.6)

trong �â wkr l  c¡c h¬ng sè c¦n �÷ñc x¡c �ành, ξkr l  v²ctì ri¶ng t÷ìng ùng vîi gi¡
trà ri¶ng pk cõa ma trªn N.

4.4.5. C¡c sâng khóc x¤

Ba sâng khóc x¤ truy·n trong b¡n khæng gian Ω(−) l :

TWk = wktξkte
iqkzeik(x1−ct), k = 1, 2, 3 (4.7)

trong �â wkt l  c¡c h¬ng sè c¦n �÷ñc x¡c �ành, c¡c v²ctì ri¶ng ξkt ùng vîi gi¡ trà
ri¶ng qk cõa ma trªn N.

4.4.6. Ma trªn chuyºn

Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n (4.5) câ ma trªn N l  h m cõa x2. Ta s³ t¼m nghi»m x§p
x¿ cõa (4.5) b¬ng c¡ch chia lîp vªt li»u câ �ë d y H th nh N lîp con. Sû döng �i·u
ki»n li¶n töc tr¶n N + 1 bi¶n ta câ mèi li¶n h» giúa nghi»m cõa hai b¡n khæng gian:

ξ(N)(ε) = Tξ(1)(0) (4.8)

trong �â T l  ma trªn chuyºn to n cöc, T = T(N) . . .T(1) v  c¡c ma trªn T(m) l 
ma trªn chuyºn �àa ph÷ìng cõa lîp thù m.
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4.4.7. C¡c h» sè ph£n x¤, khóc x¤

Sû döng �i·u ki»n li¶n töc tr¶n bi¶n z = 0 v  z = ε ta thi¸t lªp �÷ñc cæng thùc
t½nh c¡c h» sè ph£n x¤, khóc x¤ nh÷ sau:

w∗
kr = |wkr

√
ξ21kr + ξ22kr |,

w∗
kt = |wkt

√
ξ21kt + ξ22kt |, k = 1, 2, 3

(4.9)

vîi wkr, wkt, ξ1kr, ξ2kr, ξ1kt, ξ2kt �÷ñc ch¿ ra cö thº trong luªn ¡n to n v«n.

4.4.8. Kh£o s¡t sè sü phö thuëc cõa h» sè ph£n x¤, khóc x¤ v o mët sè
tham sè

(i) Bi¶n �ë w∗
1r thay �êi kh¡ nhä trong mi·n [00 − 530] cõa gâc tîi, sau �â, nâ

t«ng nhanh tîi gi¡ trà max t¤i gâc 890. Trong khi �â, c¡c bi¶n �ë w∗
2r, w

∗
3r kh¡ nhä

so vîi bi¶n �ë w∗
1r trong kho£ng [500 − 890].

(ii) Bi¶n �ë w∗
2t r§t nhä vîi måi gâc tîi. Bi¶n �ë w∗

1t gi£m trìn tru tø gi¡ trà lîn
nh§t (t¤i 10) v· gi¡ trà nhä nh§t (t¤i 890).

(iii) Bi¶n �ë w∗
1r, w

∗
2r s³ ên �ành vîi c¡c gi¡ trà lîn hìn cõa ε trong khi �â, c¡c

bi¶n �ë n y l  khæng ên �ành trong h¼nh. Ta th§y bi¶n �ë w∗
3r l  r§t nhä vîi c£ ba

lo¤i bi¶n.
(iv) Bi¶n �ë w∗

1t l  khæng �êi vîi c£ ba lo¤i bi¶n v  w∗
3t dao �ëng vîi d¤ng bi¶n

h¼nh l÷ñc v  ên �ành vîi hai d¤ng bi¶n cán l¤i. T÷ìng tü w∗
3r, w∗

2t kh¡ nhä.

4.5. K¸t luªn

Trong ch÷ìng n y, c¡c biºu thùc cõa h» sè ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng �èi vîi
bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao trong c¡c mæi tr÷íng � n hçi, � n hçi xèp trüc h÷îng
v  � n hçi �¯ng h÷îng micropolar �÷ñc thi¸t lªp. Sû döng c¡c biºu thùc n y �º
kh£o s¡t sè sü phö thuëc cõa c¡c h» sè ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng v o mët sè tham
sè nh÷ gâc tîi, t¦n sè,...C¡c k¸t qu£ ch½nh cõa ch÷ìng 4 �¢ �÷ñc cæng bè trong 03
b i b¡o quèc t¸ uy t½n:

Pham Chi Vinh, Tran Thanh Tuan, Do Xuan Tung, Nguyen Thi Kieu, (2017),
�Reflection and transmission of SH waves at a very rough interface and its band
gaps�, Sound and Vibration, 411, pp. 422-434.

Pham Chi Vinh, Vu Thi Ngoc Anh, Do Xuan Tung, Nguyen Thi Kieu, (2018),
�Homogenization of very rough interfaces for the micropolar elasticity theory�. Ap-
plied Mathematical Modelling, 54, pp. 467-482.

Pham Chi Vinh, Do Xuan Tung, Nguyen Thi Kieu, (2018), �Homogenization of
very rough two-dimensional interfaces separating two dissimilar poroelastic solids
with time-harmonic motions�, Mathematics and Mechanics of solids, 24, (5), pp.
1349�1367.
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K�T LU�N
C¡c b i to¡n bi¶n trong mi·n câ bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao xu§t hi»n th÷íng

xuy¶n trong khoa håc v  cæng ngh», v  th÷íng �÷ñc gi£i b¬ng c¡c ph÷ìng ph¡p sè.
Tuy vªy, do �ë nh¡m cao cõa bi¶n ph¥n chia, líi gi£i sè th÷íng khæng ên �ành v  �ë
ch½nh x¡c khæng cao. Do vªy, thu¦n nh§t hâa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao �º thay
th¸ chóng b¬ng c¡c bi¶n ph¯ng còng c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n
t÷ìng ùng l  h¸t sùc câ þ ngh¾a v· c£ ph÷ìng di»n lþ thuy¸t v  ùng döng thüc ti¹n.
Khi �â, nghi»m cõa c¡c b i to¡n bi¶n trong mi·n câ bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao câ
thº �÷ñc t¼m d÷îi d¤ng gi£i t½ch.

Luªn ¡n �¢ ti¸n h nh thu¦n nh§t hâa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao dao �ëng giúa
hai �÷íng th¯ng (m°t ph¯ng) song song �èi vîi hai lþ thuy¸t: lþ thuy¸t � n hçi xèp
v  lþ thuy¸t � n hçi micropolar. Sû döng c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng
hi»n thu �÷ñc nghi¶n cùu sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa mët sè sâng ph¯ng �èi vîi bi¶n
ph¥n chia �ë nh¡m cao.

Luªn ¡n �¢ thu �÷ñc c¡c k¸t qu£ mîi sau:

� T¼m ra c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n �èi vîi bi¶n ph¥n chia �ë
nh¡m cao, n¬m giúa hai �÷íng th¯ng song song, cõa c¡c lþ thuy¸t:

� Lþ thuy¸t � n hçi xèp trong mi·n hai chi·u theo mæ h¼nh cõa Auriault.
� Lþ thuy¸t � n hçi xèp trong mi·n ba chi·u theo mæ h¼nh cõa Biot.
� Lþ thuy¸t � n hçi �¯ng h÷îng micropolar trong mi·n hai chi·u.

C¡c ph÷ìng thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n thu �÷ñc s³ l  cæng cö ti»n lñi �º gi£i
quy¸t c¡c b i to¡n cö thº kh¡c nhau li¶n quan �¸n bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m
cao, t¾nh công nh÷ �ëng cõa c¡c vªt li»u � n hçi xèp, � n hçi micropolar. Hai
vªt li»u n y �ang �÷ñc sû döng ng y c ng nhi·u trong c¡c l¾nh vüc kh¡c nhau
cõa cæng ngh» hi»n �¤i.

� T¼m ra c¡c cæng thùc t½nh h» sè ph£n x¤, h» sè khóc x¤ �èi vîi bi¶n ph¥n chia
�ë nh¡m cao, n¬m giúa giúa hai �÷íng th¯ng song song, cõa c¡c sâng:

� Sâng SH trong mæi tr÷íng � n hçi.
� Sâng SH trong mæi tr÷íng � n hçi xèp.
� Sâng chuyºn dàch dåc trong mæi tr÷íng � n hçi micropolar.

C¡c cæng thùc h» sè ph£n x¤, h» sè khóc x¤ thu �÷ñc khæng ch¿ dòng �º �¡nh
gi¡ £nh h÷ðng cõa bi¶n ph¥n chia l¶n sü ph£n x¤, khóc x¤ cõa sâng, m  chóng
cán l  cæng cö quan trång �º gi£i b i to¡n ng÷ñc: x¡c �ành c¡c �°c tr÷ng cõa
bi¶n ph¥n chia khi bi¸t c¡c gi¡ trà (�o �÷ñc tø thüc nghi»m) cõa h» sè ph£n
x¤, khóc x¤.

� Ph¡t hi»n "d¤ng t÷ìng th½ch" cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh cì b£n d¤ng ma trªn vîi
�i·u ki»n li¶n töc tr¶n bi¶n ph¥n chia.
D¤ng t÷ìng th½ch gióp vi»c gi£i b i to¡n tr¶n nh¥n tu¦n ho n �ìn gi£n hìn v 
k¸t qu£: c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa thu �÷ñc ng­n gån hìn. "D¤ng t÷ìng
th½ch" �÷ñc ph¡t hi»n trong luªn ¡n s³ �÷ñc sû döng trong nhi·u b i to¡n thu¦n
nh§t hâa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao kh¡c.
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C¡c k¸t qu£ ch½nh cõa luªn ¡n �¢ �÷ñc cæng bè tr¶n c¡c 03 b i b¡o quèc t¸ uy
t½n (trong �â câ 02 b i b¡o ISI uy t½n, t½nh t¤i thíi �iºm �«ng) v  01 b i b¡o quèc
gia uy t½n, l  mët �âng gâp dò nhä nh÷ng câ þ ngh¾a �èi vîi l¾nh vüc thu¦n nh§t
hâa bi¶n ph¥n chia �ë nh¡m cao nâi ri¶ng, l¾nh vüc thu¦n nh§t hâa nâi chung.

Luªn ¡n mð ra mët sè v§n �· câ thº ti¸p töc nghi¶n cùu

� Mð rëng c¡c k¸t qu£ cho tr÷íng hñp khi bi¶n ph¥n chia n¬m giúa hai �÷íng
trán �çng t¥m.

� T¼m c¡c ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n cõa c¡c lþ thuy¸t kh¡c nh÷:
lþ thuy¸t � n-�i»n-xèp, lþ thuy¸t � n-nhi»t-tø, lþ thuy¸t � n-�i»n-tø,. . .

� Mð rëng c¡c k¸t qu£ cho tr¤ng th¡i ùng su§t ph¯ng.

� Ùng döng c¡c k¸t qu£ thu �÷ñc kh£o s¡t c¡c b i to¡n thüc t¸.

� �p döng ph÷ìng ph¡p v  c¡c kÿ thuªt tr¼nh b y trong luªn ¡n, t¼m c¡c ph÷ìng
tr¼nh thu¦n nh§t hâa d¤ng hi»n trong c¡c mi·n câ bi¶n câ �ë nh¡m cao (kh¡c
bi¶n ph¥n chia) dao �ëng nhanh giúa hai �÷íng th¯ng song song, giúa hai
�÷íng trán �çng t¥m.
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