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MG DAU

1. Ly do chon dé tai

Cho Q la mot mién trong C”. Tap tat ca cic tu ding cau (song
chinh hinh ti 2 vao ) ctia Q, ki hiéu béi Aut(Q2) lap thanh mot nhém
v6i phép toan hgp thanh. Hon nita, Aut(Q2) cing 1a mot nhém topo véi
topo hoi tu déu trén céc tap con compact (ttc 14 topod compact-md).

Céac nghién cttu trong may thap ki qua chi réng, hinh hoc ctia mién
dugc xac dinh bdi cau tric ciia nhém tu ding cau, tic 1a biét duge
nhom Aut(€) ta cé thé suy ra duge mot so6 tinh chat hinh hoc clia mién
Q. Vi vay, viéc tinh hosic mo ta nhém tu dang cau la can thiét. Tuy
nhién, véi hau hét cic mién, viéc tinh cac nhém ty ding cau khong don
gian vd mdi chi thyc hien dude trong mot sé trudng hop cu thé. Cu
thé, trong mit phang phiic, nhém ty ding cau ciia dia don vi duge tinh
toan dé dang. D6i vé6i cac mién trong khong gian phitc véi chieu > 2,
da dia A™ va hinh cau don vi B" ciing duge mo ta chi tiét. Tt viec hai
nhém nay khong déng cau véi nhau (ching han chiéu ciia hai nhom ty
dang cau khac nhau) ta suy ra ngay A" va B" khong song chinh hinh
v6i nhau, mic du chiing dong phoi véi nhau (Dinh 1y Poincaré).

Nam 1931, P. Thullen da mo td nhém ty dédng cAu mién mién el-

lipsoid (mién Thullen)
D={(w,2) € C2: w> + |2|P <1}, 1 < p #2.

Sau d6, cac nha Toan hoc nhu H. Cartan, I. Naruki, T. Sunada, R.
E. Greene, S. Krantz da thanh cong trong viéc mo t4 nhom tu déng
cau ciia mot s6 16p mién Thullen tong quét trong C™. Dic biét, Ninh
Van Thu and Mai Anh Diic da tinh duge nhém tu ding cau clia mo
hinh thuan nhéat trong C? sau day:

My = {(w,z) € C%: |w|® + H(z) < 1},



trong d6 H(z) la da thic thyc thuan nhat theo trong diéu hoa duéi
bac 2m (m > 1) va khong chita hang ti diéu hoa.

Phan dau ctia luan an duge danh dé mo t4 nhém tu dang ciu cia
mot s6 16p mién tdng quat hon trong C*. Cu thé, luan an sé mo ta
nhém ty ding cAu cia md hinh da kiéu hitu han (theo nghia ctia D.

Catlin) trong C" sau day:
Mp ={z=(2,2,) € C": Re(z,,) + P(') < 0},

trong d6 P(2’) 1a da thiic gia tri thyc, da diéu hoa dudi, thuan nhat
theo trong va khong chita hang tit da diéu hoa.

Tiép theo, trong Giai tich phtic nhiéu bién cidc nha Toan hoc tap
trung nghién ctu céc tinh chat ciia mién bat bién qua cac tu ding
cau. Cu thé, cic metric bat bién nhu metric Carathéodory, metric
Kobayashi, metric Bergman,...vA cdc ham bat bién nhu ham squeez-
ing, ham Fridman.

Trén tap con compact tuy y cta €2, ham squeezing bi chan duéi
bdi hing s6 duong va vi thé cac metric bat bién sé tuong duong nhau
trén tap nay. Vi thé, ham squeezing cé ¥ nghia khi diém p rat gan bién
9. Trong truong hop mién Q c6 ham squeezing bi chin dudi béi hing
s6 duong trén Q (mién squeezing déu), cdc metric trén  tuong duong
nhau. Tuy nhién, déi v6i mién bat ki wéc lugng nay co thé khong xay
ra vi ham squeezing c¢6 thé dan dén 0 khi diém p dan dén bien ciia
mién. Vi vay, luan 4n tap trung nghién cttu dang diéu bién clia ham
squeezing trén céc mién gia 16i kiéu hitu han.

Nhu vay, v6i cac 1y do néi trén ching toi Iya chon dé tai luan 4n
“Mot s6 tinh chdt cia mién trong C* vdi nhom ty ding ciu khong

compact” 1a dé tiép tuc gidi quyét hai bai toan sau day:

Bai toan 1. Mo ta nhém ty ding cau clia mién trong C".



Bai toan 2. Nghién citu dang diéu bién clia ham squeezing ctia mién

trong C™.

2. Muc dich nghién ctu

Muyc dich ctia luan 4n 13 mo6 ta nhém tu ding cAu ciia mot sd 16p
mién trong C" (m6 hinh da kiéu hitu han) va nghién ctu dang diéu
bién clia ham squeezing trén mién gia 16i kiéu hitu han trong C™.
3. Déi tuong va pham vi nghién citu

Nhu da trinh bay & phan 1y do chon dé tai, ddi tugng nghién ctu
ctia luan an la cac mién trong C". Trong luan 4n, tu tudng chinh xuyén
subt 1a khao sat cac tinh chat hinh hoc ctia mién. Cu thé, luan an khao
sat nhém tir ddng cau ciia mo6 hinh da kiéu hitu han va khao sat dang
diéu ctia ham squeezing tai cac diém gan bién ctia mién gié 16i kiéu hitu
han.
4. Phuong phap nghién ciu

Dé giai quyét nhitng van dé dit ra trong luan an, ching toi st dung
cac phuong phap nghién ctu va ki thuat truyen thong ctia Gidi tich
phtc, Hinh hoc phtic. Dac biét, chiing t6i ap dung ki thuat scaling cta
S. Pinchuk linh hoat cho timg truong hop cu thé. Ngoai ra, ching toi
ciing sang tao ra nhing ki thuat méi ciing nhu dwa ra cac vi du minh
hoa.
5. Cac két qua dat dudc va ¥ nghia ctia dé tai

Luan an gom ba chuong:
Chuong 1: Trinh bay vé mot sé kién thitc cot 161 lien quan dén cac
van dé nghién ctu. Noi dung ctia chuong bao gom: cic khai niem ve
ham diéu hoa dudi, da diéu hoa dudi, mién gia 16i, kiéu theo nghia
D’Angelo, da kiéu Catlin, ham peak da dic¢u hoa dudi, sy hoi tu ciia
day mién.

Chuong 2: Trinh bay vé nhom ty ding cAu clia mot s6 mién trong



C". Cu thé chiing tbi s&¢ mo t4 nhém ty ding cau clia mot s6 16p mién

trong C™.

V6i mbi diém z = (21,...,2,) € C", ta ki hieu 2/ = (21,...,2,-1) €
Cn~1. C6 dinh cac sélnguyén dl{dng mi,ma,. .., my—1. Khi do, theo
thit tu ta gan trong ey cho céc cac bién z1,...,2,_1. Vi

2m1 2mn_1
B n=1 k.
da chi 86 K = (k1,...,k,—1) € N*71 ta ki hisu wt(K) := > — la
j=1 Qm]

trong cua né.
Trong chuong nay, ta xét da thitc P theo bién 2’ gia tri thuc, da
diéu hoa dudi, khong chita hang tit da diéu hoa, cho béi

P ()= Z agr? ?L, (1)
wt(K):wt(L):%
véiaxy, € C, agr, = arx. Chia ¥ rang da thic P 13 da thitc thuan nhat

1 1
theo trong A := <,..., ), tic 1a
mi mnp—1

P(t1/2m121, . ,t1/2m"*12n_1) =tP(z1,...,2p—1) v t > 0.
v6i moi 2/ € C*1
Muc dich ctia chuong nay 1a moé ta nhém tu déng cau ctia mo hinh
da kiéu hitu han (theo nghia ctia D. Catlin) trong C" sau day:
Mp = {z € C": Re(z,) + P(?') < 0}.

Can nhan manh riang cdc mo6 hinh nay xuat hién trong cac cong trinh
vé dac trung cho mién kiéu hitu han Q trong C* véi nhém tu ding cau
khong compact. Chang han, Bedford-Pinchuk va H. Gaussier da chiing
minh ring néu Q 1a mién 161, kiéu hitu han trong mot lan can ctia diém

tu quy dao thi Q song chinh hinh v6i mo6 hinh Mp néi trén. Gan day,



diic trung clia mo hinh da kiéu hitu han ciing dugc thiét lap béi Rong
va Zhang. Trong truong hop Q 1a gid 10i chit, Wong v Rosay chi ra
ring moi mién gia 16i chat bi chan trong C™ v6i nhém tu déng cau
khong compact 13 song chinh hinh vé6i cau don vi B”. Thém nita, khi
n = 2, nhéom tu dang ciu ciia mo6 hinh Mp ciing da duge mo ta day
du.

Chiing toi quan tam dén hai 16p mién dic biet Dp va Qp trong
C"(n > 2), dudc xac dinh lan lugt nhu sau:

Dp :={(#,2,) €C": |z, + P () < 1};
Qp:={(z ,n)GC”:Re(zn)—l-P( ) <0},

Két qua chinh thit nhat ctia chuong hai 1a dinh 1y sau day.

Dinh 1y 2.2.1. Cho P la da thiic thye da diéu hoa dudi thuan nhat
theo trong trén C"~! cho bdi (1) vdi gid thiét thém ring P (') >
0 vdi moi 2/ € C*1\{0}. Khi dé, Aut(Dp) dugc sinh bdi Gp va
{pap: a € A0 cR}.

Tiép theo, chiing toi sé gidi thieu veé két qua chinh tht hai. Trudc
hét, chiing ta sé nhéc lai dinh nghia vé mién W B gidi thieu. Cu thé, mo
hinh Mp nhu trén dugc goi 1a mién W B (weighted-bumped) néu Mp
la gid 161 chit tai moi diém bien bén ngoai tap {dMp N ({0} x iR)}.

Dé gidi thigu két qua thit hai, ta ki higu Sy(A > 0) (phép co gidn)
va Ts(s € R) (phép tinh tién) 1a cac tu ding cau ctia Mp, lan lugt dinh
nghia bdi:

1

1
Sa(z) = ()\2*”121, R Zn_l,Azn> i Ts(z) = (2/,2’” —l—is) )

Thém nita, ta goi mé hinh Mp la “tdng quat” (generic) néu né
khong song chinh hinh vé6i bat k¥ mo hinh tron xoay hay 6ng nao.

V6i cac ky hiéu nhu trén, két qua chinh thi hai trong chuong nay
la dinh ly dudi day.



Dinh 1y 2.3.1. Cho Mp la mot mo hinh tong qudt théa man Mp khong
song chinh hinh vdi Qp va P(z') > 0 vdi moi 2/ € C*1\{0}. Khi do,
néu Mp la mien WB thy Aut(Mp) duogc sinh bdi {T;, Sy : t € R, A\ > 0}U
Gp.

Nhu vay, véi cac két qua clia chuong 2 ta gan nhu hoan thanh viéc
mo ta nhém tu dang cau ctia mo hinh Mp véi ham P duong ngoai gbc
toa do. Cac truong hop khac, viec mo ta nhém tu ding giap kho khin
ve mat ki thuat va dé 13 van cac bai toan mé.

Chuong 3: Trinh bay mot s6 van dé vé dang diéu bién ctia ham squeez-
ing. Trong chuong nay, ching toi trinh bay hai két qua chinh.

Dé nang cao sit hiéu biét va cac ting dung ctia 16p céc ham song chinh
hinh ctia cac mién phiic, viéc nghién ciu vé cac bat bién song chinh hinh
da thu hut duge nhiéu sy chii y trong hinh hoc vi phan phitc. Céc phan
tit thé tich Carathéodory va Kobayashi-Eisenman, ham squeezing, bat
bién Fridman 1& cac bat bién song chinh hinh, ngay cang dugc quan
tam hon trong nhitng ndm gan day. Trong chuong nay, ching toi ciing
xét dén ham squeezing ctia mot 16p mién gia 10i trong C™.

Cho Q la mién trong C* va p € Q. V6i phép nhtng chinh hinh
f:Q—DB" f(p) =0, ching ta dinh nghia

oq,7(p) :==sup{r > 0: B(0,7) C f(Q)},
trong d6 B (z9,7) C C™ ky hi¢u cho hinh cau phtic ban kinh r va tam
tai 29 va B" ky higu cho hinh cau don vi B(0, 1). Khi d6, ham squeezing
oq : 2 = R dugc dinh nghia nhu béi

oa(p) == SI}p {sa,r(p)}.

Luu 7 14 0 < 0g(2) < 1 véi moi diém 2 € Q.
Cho € 14 mién bi chan trong C" véi bién tron 09 va & € 99Q. Gia
stt ring O 1a gia 16i kiéu D’Angelo hitu han tai lan can &. Trong céc



nghién cttu gan day, cac tac gia da ching minh ring néu p la diém bien

gid 16i chat thi  lim  o0q(z) = 1. Ngugc lai, ching toi dat ra bai
Q032z—ped)

toan sau:

Bai toan. Néu (2 1a mién gid 16i bi chiin vé6i bién tron va néu 1l>rrolo oa(n;) =
1 v6i day {n;} C © nao d6 hoi tu t6i p € IO thi bien cla él c6 gia 1oi
chat tai p?

Két qua chinh xung quanh van dé nay thuoc vé A. Zimmer, J. E.
Fornaess va F. E. Wold, S. Joo and K. T. Kim, P. Mahajan and K.
Verma. Hon nita, A. Zimmer da ching minh diéu khéng dinh v6i mién
16i bi chan véi bien tron C><. J. E. Forness va F. E. Wold da xay dung
mot mién ) C C” 16i bi chan c6 bién tron 16p C? ma khong gia 16i chiit,

hun li =1
PR o o 70()

Bay gio chung ta xét day {n;} C  hoi tu t6i &. Gia st rang 0 1a
gia 16i theo kiéu D’Angelo hitu han tai lan can & va lggo oq(nj) = 1.
Céc tac gia da ching minh duge rang néu day {n;} é Q hoi tu tdi &
doc theo phap tuyén trong clia bién 99 tai & thi &y 1a gia 16i chat. Hon
nita, két qua nay ciing da dat duge cho truong hop n; C Q hoi tu khong

tiép xtc t6i &y va cho truong hop n; C © hoi tu (mil, ce mil )—kh()ng
tiép xtc t6i diém bién h-thac trién &, trong d6 (1,my,...,m,_1) 1a da

ki€u Catlin cia 0 tai & vi khai niem h-thdc trién tai & c6 nghia la
da kiéu Catlin va da kiéu D’Angelo ciia 9Q tai &y la trimg nhau.
Phan dau ctia chuong nay, chiing to6i xét mién bi chin tron Q trong
C" va diém & € 0Q sao cho 9Q 1a gia 16i kiéu D’Angelo hitu han gan
&o va dang Levi c6 déi chiéu nhiéu nhat bang 1 tai &.
Két qua chinh dau tién ctia chuong nay la dinh ly sau day:
Dinh 1y 3.1.1.Cho Q la mién bi chin trong C" vdi bién tron, gid 10i.

Gid st & la mot diém bién cia Q ¢6 kiu D’Angelo hitu han sao cho



dang Levi ¢6 doi hang nhiéu nhat la 1 tai & va ton tai day {p;} C
Aut(Q) sao chonj = ¢j(a) = & khi j — oo vdi a nao dé thuoc Q. Khi
dé, néu lim oq (n;) =1 thi 90 la gid 1oi chat tai &.
j—00
Dé phat biéu két qua chinh thit hai trong chuong nay, ta ciing nhic
lai ring 0N 1a 16i tuyén tinh tai diém & € 9 néu ton tai lan can U

cua & sao cho véi moi z € N N U ta ludn c6
<z + Tfag) N@QNU) =0.

Két qua chinh thit hai cia chuong nay 1a dinh 1y sau day:

Dinh 1y 3.2.1.Cho Q la mot mién bi chan trong C* vdi bién tron,
gid loi. Gid s & la mot diém bien cia Q c6 kiéu hitu han D’Angelo
sao cho O la 1oi tuyén tinh tai & va ton tai day {p;} C Aut(Q) sao
cho n; = pj(a) = & khi j — oo vdi a nao dé thuoc Q. Khi dé, néu
Jliglo oa(n;) =1 th O la gid loi chat tai &.

Ngoai ra, trong chuong nay ching toi gii thieu mot s6 két qui vé
uéc lugng ham squeezing trén ellipsoid tong quéat. Trude hét, ta can
cac ki hiéu sau. V6i s, € (0,1] ching ta dinh nghia Dj va Dy lan
lugt bdi

D3 :={z€C": |z, — b* + sP (¢') < s*};
Dy = {z €C": |z, — > + fP(z’) < 52},
T

trong d6 s = 1 —b. Chiing ta luu ¥ ring Dy = D3’ va lime;! (D3) =
Dp v6i mot day {1;} C Aut (Dp) nao d6. Dinh Iy sau cho ta wdc lugng
duéi cho ham squeezing.

Dinh ly 3.2.2. Cho Q la mién con ciia Dp sao cho D§, C Q2 C Dp vdi
s € (0,1]. Khi dé, véi moi r € (0,1), ton tai o phu thudc vao r sao

cho

oa(z) > ,Vz € D" NQ.



Bay gio chung ta xét dén truong hop {a;} C QN U hoi tu A-tiép
xtic t6i p = 0 theo nghia v6i mdi 0 < r < 1 déu ton tai j, € N sao
cho a; ¢ D" v6i moi j > j,. Khi d6, dinh 1y dudi day chi ra ring
ham squeezing hoi tu t6i 1 han ché trén day diém hoi tu A-tiép xic téi
diém (0',1) néu 98 c¢6 chung lan can dt nhd cta diém (0',1) v6i dDp.
Chinh x4ac hon, ching t6i con chitng minh duge dinh ly dudi day.
Dinh ly 3.2.3.Cho {Q,} la day cia mién con cia Dp sao cho QN
U= DpnUwdij>1vdi motlan cin co dinh U cia (0/,1) trong
C™. Cho {n;} C DpNU la day hoi tu A-tiép xic tdi (0',1). Khi do,
Jim o, (nj) =1.

6. Cau tric luan an

B6 cuc ctia luan 4n ngoai phan mé dau va phan phu luc, gom ba
chuong, dugc viét theo tu tudng ké thita. Ba chuong ciia luan an dugc
viét dya trén hai cong trinh da duge dang trén hai tap chi Journal of
Geometric Analysis (ISI-Q1) va Journal of the Korean Mathematical
Society (ISI-Q3) va mot tién 4n pham da cong b trén trang arXiv.org.

Chuong 1: Kién thiic chuan bi.

Chuong 2: Nhom tu déng cau ctia mot sé6 mién trong C”.

Chuong 3: Dang diéu bién cia ham squeezing.



CHUONG 1
KIEN THUC CHUAN BI
1.1 Ham da diéu hoa dudi
Dinh nghia 1.1.1 (Ham diéu hoa dudi). Cho Q C C la mot mién.
Mot ham u : Q — [—o0, +00) la dieu hoa dudi néu né la ham nia lién
tuc trén trong Q va vdi moi a € Q, ton tai 0 < p(a) < dist(a,dQ) sao
cho vdi moi 0 < r < p(a), ta cé

u(a) < % /027r u (a + rei9> de.
1.2 Khai niém mién gia 16i
Dinh nghia 1.2.2. i) Mién Q C C" vdi bién tron lép C* duogc goi
la gid loi tai p € O néu ton tai ham xdc dinh bién p, tic la
QNU ={p <0} vdi U la mot lan can cia p, sao cho dang Levi

L, thod man

n an

Ly(p)(w) =

vdi Mot w € TI(E:(@Q).

i) Mien Q C C" wvdi bién tron lop C* dugc goi la gid 107 chdt tai

p € Q) néu ton tai ham zdc dinh bién p, tic la QNU = {p < 0}
vdi U la mot lan can cia p sao cho
0?p

020z,

Ly(p)(w) = )

jk=1

Vi Mot W € T];C@Q) \ {0}.

(p)ijk >0

1.3 Khai niém kiéu theo nghia D’Angelo
Dinh nghia 1.3.1. Cho Q C C" la moét mien vdi bién tron lop C® va
diém p € 0. Khi do, kieu D’Angelo 7(0S,p) ciia OQ tai p duge dinh

10



nghia nhu sau
vpoy)
v(7)

0 do, p la mot ham xdc dinh bién cho Q trong mot lan can cia p, v(7y)

7(0€, p) = sup
-

la cap triét tieu tai 0, supremum dugc lay trén tat cd cdac duong cong
chinh hinh khdc hing «: (C,0) — (C" p). Ta néi ring p la diém cé
kiéu hitu han néu 7(0Q, p) < oo va la diém co kiéu vo han néu ngugc

lai.

1.4 Khai niém day ham chuén tic va gidi han ctia day mién

Dinh nghia 1.4.3. Mot ham ¢ dudc goi la ham peak da diéu hoa dudi
dia phuong tai mot diém p thuoc O néu ton tai mot lan can U cla p
trong C™ sao cho ¢ la da dieu hoa dudi trén U NQ lién tuc tren UNQ

va théa man

véi z € (UNQ)\{p}.
Chtng ta nhic lai dinh nghia sau day ma sé dudc dung cho céc
chitng minh & phan sau
Dinh nghia 1.4.4. Cho {Qj}j’; la day cac tap md trong C™ va Qg la
mot tap md trong C™. Day {Qj}?; dugc goi la hoi tu téi Qy (va viét
lalim Q; = Q) néu hai dieu kién sau day dudc thod man:
(i) Véi moi tap compact K C Qo, ton tai jo = jo(K) sao cho K C Q;
vdt Mot j > Jo;
(i1) Voi moi tap K compact chia trong Q; vdi j di lon, ta luon co
K C Q.

11



CHUONG 2
NHOM TU PANG CAU CUA MOT SO MIEN TRONG C”
2.1 Mot s6 khai niém va bé dé
a) Ham Peak tai v6 cuing déi véi O (Mp)

Nam 2016, T. Ahn v& céc cong sut da chi ra ring moi diém bién ciia
mién Mp déu thita nhan ham peak tai vo ciing doi v6i O (Mp), trong
do

O (Mp) :={f: Mp — C: f la chinh hinh} .
Heé quéa la cac metric Kobayashi va Bergman trén Mp la day da. Them

nita, G. Herbort chiing minh dugc két qué sau day:

Dinh ly 2.1.1 (Herbort). Cho Mp la mién W B. Khi dé, ton tai ham
F. chinh hinh khdc khong va hing s6 Ly > 0 va N € N sao cho

(i) — < arg VP < g
(i) Li'6(2) < [Foo(2)| < Li6(2);
(iii) % (L7'6(2) N < %|Foo(z)|1/N < Re V/Fuoo(2) < (Lyo(2))Y,
n—1

trong dé 6(2) :== 3 |2;1*™ + | 2| vdi moi z € C™.
j=1

Nhan zét 2.1.1. Ham ¢(z) := exp < < Fl ( )) 14 ham peak tai vo
(2

cung ddi véi O (Mp) théa man diéu kien p € O (Mp),|p(z)| < 1 vé6i

moi z € Mpva lim ¢(z) =1.
Mp3z—00

b) Da thitc thuan nhét theo trong
Trong phan con lai, ching toi sé nhic lai mot sé két qua da biét vé
thac trién gidi tich cia cac song chinh hinh téi lan can ctia mot diém

bién cho trudc va sau dé ching toi sé chiing minh bé dé then chét duge
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stt dung trong viéc chitng minh két qua chinh thi hai (Dinh ly 2.2.1
dudi day).

Truée hét, chung toi dinh nghia tap cum (cluster) nhu sau. Néu
f: D — CV la ham chinh hinh trén mién D C C" va zy € 9D, ta ky

hiéu C (f, z0) 1a tap cum ctia f tai zg xac dinh béi:
C(f,20) = {w e CN: w=1lim f(z;),2 € D,limz; = zo}.

B6 dé 2.1.5 (Sukhov). Gid stt D va G la cic mién nhdn trong C".
Gid st them ring D va G lan lugt la gid 107 kiéu hitu han trong mot
lan can cia zg € 0D va wg € OG. Cho f la song chinh hinh to D vao
G sao cho wg € C (f,z0). Khi dé, f va f~1 lan lugt thdc trién tron lén

bién 0D trong mot lan can nao dé cua diém zg va wg.

Thyec té, trong luan an nay ching toi chi xét cac mo hinh gia 161,
kiéu hitu han Mp. Do cac mo6 hinh nay xéc dinh béi da thiic nén bién
OMp la siéu mat gidi tich thyc. Vi thé, cac song chinh hinh gitta cac
mo hinh nay cé thé théac trién chinh hinh qua diém bién. Cu thé, ta

nhac lai dinh 1y sau day.

Dinh 1y 2.1.2 (Diederich-Pinchuk). Cho M C W C C" (tuong ting
M' c W' C C") la hai siéu mat thue, gidi tich thie, gid 1oi, kiéu hiu
han trong lan can W (tuong ing W') trong C™ va cho f: M — M’ la
CR-dnh xa lien tuc. Khi do, f thdc trién thanh ham chinh hinh trén
lan can cua M.

Bay gio, chung t6i chitng minh ménh dé, déng vai tro chinh trong
ching minh két qué chinh thi hai (Dinh 1y 2.2.1 duéi day).
Meénh dé 2.1.1. Cho Mp va Mg la hai mién WB. Gid st : Mp —
Mg la mot song chinh hinh. Khi dé, ton taity € R va zg € OMg sao
cho v va 1 lan lugt thdc trién chinh hinh len cdc lan can cia (0, ito)

N

va 2g.
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2.2 Nhém tu ding ciu ctia mé hinh Dp va Qp
Phan nay danh cho sy mo td dang hién ciia cic nhém ty déng cau

clia cac mién dic biet Dp va Qp, lan lust dude dinh nghia béi

Dp := {(z’,zn) €C":|z|* + P () < 1};
Qp :={(#,2,) € C": Re(z,) + P (') < 0},

trong do

P(¢) = Z aKLZ/KZ_/La

wt(K)=wt(L)=1/2

trong d6 axy € C véi axr = aky.

Két qua chinh thit nhat trong chuong nay la:

Dinh 1y 2.2.1. Cho P la da thic thuc da diéu hoa dudi thuan nhat
theo trong tren C"~! véi gia thiét thém rang P (2') > 0 vdi moi 2’ €
C"1\{0}. Khi dé, Aut(Dp) duogc sinh bdi Gp va {¢a9: a € A,0 € R},
trong do ¢q9 xdc dinh bdi

1— |af2)/?™ 1 1g[2)1/2mn -
(Z/,zn) — <(’a|)z1, o ( |al ) Zn_l,ewu ’

(1= az,)Y™ (1 — azy)Y/mn=1 1—az,

trong dé a € A va 6 € R.

2.3 Tu dang ciu ctia m6 hinh kiéu hitu han

Trong phan nay, ching toi chiing minh Dinh 1y 2.3.2 dudi day; d6 1
két qua nghién citu chinh thit hai trong chuong nay. Trude tién, ching
t6i nhic lai mot vai ky hieu va khai niem.

Dat Sy (A > 0),7Ts (s € R) la cac ty ding cau ctia Mp lan lugt
dugce xac dinh béi

Sia(z) = ()\1/2’"121, .. ,Al/Qm”—lzn_l,)\zn> Ts(2) = (z',zn + is) .
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Dinh nghia 2.3.1. Mgt moé hinh Mp dugc goi la ong (hodc tron woay)
néu Mp la song chinh hinh véi moé hinh Mz, trong dé da thic thuan
nhat theo trong P théa man

P(z1,...,2n—1) = P(Imzy,29,...,2,-1)
( tuong ting P (21,22, -+ Zn—1)
=P (|z1],22,...,2n-1))
vdi moi 2 € CP L.
Dinh nghia 2.3.2. M6 hinh Mp dugc goi la tong qudt néu né khong
song chinh hinh vdi mo hinh tron zoay hodc moé hinh éng nao.
Két qua chinh thi hai trong chuong nay la dinh 1y sau day:

Dinh 1y 2.3.2. Cho Mp la mot mé hinh tong qudt théa man Mp khong
song chinh hinh véi Qp va P(2') > 0 vdi moi 2’ € C"~1\{0}. Néu Mp
la mién WB thi Aut(Mp) dugc sinh bdi:

{T;,S)\:te R, A>0UGp.

2.4 Mot s6 vi du minh hoa cho két qua chinh
Vi du 2.4.1. Cho Fj ,, la Ellipsoid

Ei = {(2’1,22) eC?: |22]2 + \21|2m < 1} ,m > 2.

Véi Ellipsoid By, da thitc P duge cho béi P (z1) = |z1|*™. Khi d6,
P (f1(21)) = P (z1) khi va chi khi f; (1) = €2 véi 0 € R. Vi vay,
Dinh 1y 2.2.1 suy ra rang Aut (Ey,,) bang tap

(1= ey _
{(21,22) — (6191(|a|)2176102 274, la| < 1,601,602 e R 5.

(1 — azg)t/™ 1—az

Ngoai ra, chiing t6i con ra ba vi du nita.
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CHUONG 3
DANG DIEU BIEN CUA HAM SQUEEZING

3.1 Dang diéu bién ctia ham squeezing gan diém bién cé
dbi hang ctia dang Levi bang 1

3.1.1 Day scaling trong mién nhiéu chiéu

Trong muc nay, gid st & la mot diém bién ctia mién Q C C* ¢6
kiéu D’Angelo hitu han sao cho dang Levi c6 d6i hang nhiéu nhat 1a 1
tai &. Goi 2m la kiéu D’Angelo clia 02 tai &. Khong mét tinh tong
quat, ching ta gia sit ring & = 0 € C™ va hang ciia dang Levi tai &
14 biang n — 2. Cho p 1a ham xac dinh bién cho mién €. Sau khi ddi he
truc toa do, ching ta cé thé tim dudc cac ham toa do z,...,2, xac

dinh trén lan can cua Uy cta &y sao cho:

p(z) =Re(zy) Z a]kzlzl

J+k<2m
73,k>0

+Z|za| —I—Z Z Re((]kzlz1> )

a=2 j+k<m
7,k>0

+ 0 (Jzal 2l + [P 2]+ 2 ™4+ P74

trong d6 z = (21,...,2n),2* = (0,22,...,2,-1,0), v& aj,k,b?’k(Q <a<
n — 1) 1a cac ham tron 16p C* trong mot lan can di nho tai goc toa
do trong C™.

S. Cho da chi ra ring, véi mdi diém 7 trong mot lan can di nhd

tai goc toa do, ton tai duy nhat mot song chinh hinh @, cta C", z =
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égl(w) sao cho

p (@, (w)) = p(n) =Re(wn) + > ajp(n)w]w}
j+k<2m
§.k>0

+Z|wa| +Z Z Re [( wlwlf) ]

a=2 j+k<m
7,k>0

m+1

+ |wi

+ 0 (Juwn o] + [w* | [w] + [w*[? ey ),

(3.1)
trong d6 w* = (0, wa, ..., wy—_1,0).
Bay gio, ta ky hiéu nhu sau:

Ai(n) = max {|a;k(n)| : j +k =1} (2 <1< 2m),

By(n) = max {|b$,(n)| : j+k=12<a<n—-1}(2<1'<m).
(3.2)
Véi moi § > 0 ching ta dinh nghia 7(n, d) nhu duéi day:

7(n,d) = min {(5/Al(77))1/l 7 (5%/311(77)) v 2<l<2m,2<1' < m} :

Ta dinh nghia phép co gian dac biét Aﬁ, cho béi

w1 Wn,
Af (w1, ..., wy) = e ,
17( ' ) <7-1(77a 6) Tn(n7€)>

trong do 7-1(77’6) = 7_(7776)77—/6(7% 6) = \/E (2 <k<n- 1)7Tn(777 6) = €.
V6i mdi n € 09, néu ching ta dit

py(w) = e tpo @;1 o (A%)_l (w)
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thi ta suy ra rang

po(w) =Re (wn) + D azr(n)e ' 7(n, e Fujwf +Z!wa\

J+k<2m
7,k>0

n—1
£33 Re(bmer(n, e Hrufwhug) + O(r(n, ).

a=2 j+k<m

3,k>0
(3.3)
Tiép theo, ching ta c¢d dinh mot lan can di nhé Uy cia & va dit
{n;} C 2 1a day hoi tu t6i &. Hon nia, ching ta ciing gid st ring
nj € Uy = UynN{p < 0} véi moi j. Ung véi day {n;}, ta c6 mot
day lien két 7 = (M55 - -2 Mn—1)j» g + €5) 5 €5 > 0,7} thude sieu mat

{p = 0}. Chung ta xét dén day phép co gian A;J, Khi do,
J

A;J]}_ ° @,y (1) = (0,...,0,-1).
Hon nita, tir (3.3) ta suy ra rang
A% 00 ({p=0)

dugce xac dinh béi

n—1 n—1
Re (wn)+Pn; (wl,w1)+z |wa|2+z Re <Qg/ (w1, w) wa) =0(r (77;-, ),
a=2 a=2 !
trong do
_ i+k 4§ _k
Pn;. (w1, w1) = Z j.k (77;) (77]7 g)] wiwy,
J+E<2m
3,k>0
_ 12 itk _
Qg’, (UJl,U)l) = Z k 77] / T (ﬁ]aﬁj)] w{w]f
7 J+k<m
7,k>0
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Do do6, sau khi chon mot day con, ta c6 thé suy ra ring A;’} o

i
(bn} (Ua) hoi tu t6i mo hinh sau day

n—1
Mp = {,3:: Re (wn) + P (w1, ®1) + > [wal’ <0}, (3.4)
a=2
trong d6 P (w1, w7) la da thiic ¢6 bac < 2m, khong chita hang tit dieu

hoa.

Nhan xét 3.1.1. Mp da dudc biét dén la giéi han cta mién giad 16i

A;J}_ oD,y (Uy)- Do d6, Mp tré thanh mién gid 16i. B&i vay, ham p
J

trong (3.4) la da diéu hoa dudi, va do d6 P la da thic diéu hoa dudi

ma c6 toan tit Laplace khong triét tieu khap noi.

3.1.2 Tinh chuin tic cta day scaling
Phan nay trinh bay hai ménh dé quan trong va gi6i thieu két qua

chinh dau tién ctia chuong 1 dinh 1y sau day:

Ménh dé 3.1.1 (D.D. Thai va N.V.Thu). Cho Q la mot mién trong
C™. Gid st rang 0Q la gid 10i, kiéu D’Angelo hitu han va C®-tron trong
lan can diém bién (0,...,0) € 9. Gid sit dang Levi c6 doi hang lén
nhat bang 1 tai (0,...,0). Cho D la mot mién trong C* va ¢; : D — Q
la day cac dnh xa chinh hinh sao cho n; = ¢j;(a) hoi tu tdi (0,...,0)
véi diém a nao dé thuoc D. Khi dé, {Tj o p;}, vdi Tj = A;Z 0Dy, la
chuan tdc va gidi han cia né la cdc dnh xa chinh Rinh t& D vao mo
hinh

n—1
Mp = {(wl,...,wn) € C": Re (wy) + P (wi, 1) + Y wa|” < 0} :
a=2

trong dé P € Poy,.
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Dinh 1y 3.1.1. Cho Q la mién bi chin trong C™ vdi bién tron, gid 10i.

Gid st & la mot diém bien cia Q 6 kiéu D’Angelo hitu han sao cho

dang Levi ¢6 doi hang nhiéu nhat la 1 tai & va ton tai day {p;} C

Aut(Q) sao chon; = pj(a) = & khi j — oo vdi a nao dé thuoc 2. Khi

dé, néu Jlgglo oo (n;) =1 thi 9Q la gid 1ot chat tai &.

3.2 Dang diéu bién ctia ham squeezing gan diém bién 16i
tuyén tinh

3.2.1 Mot sé bd dé ky thuat
Bo6 dé 3.2.1. Cho {3;} C Aut(Dp) la ddy cic tu ding cau

i/ 2 _</ 2
B 2m 17’017‘ 2my, ].*|CL]’ Zn+aj

(z,w) = 21y, —— Zn1, -
¢J( ) m{/l—i—&jzn ! mn—{/l—l—ajzn nl l—i-ajzn

trong dé aj € (0,1) vdilima; = 1. Khi dé, vdi s € (0,1) ching ta co

z/zj_l (D}) — Dp khi j — co. Thém nia, vdi 0 < € < % va vdi lan cgn
U bat ky cia (0',1) trong C", ton tai s6 nguyén duong jo > 1 sao cho
Dp\B ((0/,-1),¢) C z/Jj_l (DpNU) vdi moi j > jo.
3.2.2 Ham squeezing dbi véi mién 16i tuyén tinh

Muc dich dau tién ctia phan nay 1a chitng minh dinh 1y sau day:
Dinh ly 3.2.1. Cho Q la mot mién bj chdn trong C* vdi bién tron,
gid 10i. Gid st & la mot diém bién cia Q theo kiéu hitu han D’Angelo
sao cho 0K la 10i tuyén tinh tai & va ton tai day {p;} C Aut(Q) sao
cho nm; = pj(a) = & khi j — oo vdi a nao dé thuoc Q. Khi dé, néu
Jliglo oa(n;) =1 th O la gid loi chat tai &.

V6i s, € (0,1], ta dinh nghia cac mién Dj va Dp" lan lugt béi

D3 :={z€C": |z, — b* + sP (¢') < s*};
D3 = {z €C": |z, — B> + fP(Z’) < 52},
T
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trong d6 s = 1 —b. Ching ta luu § rang D%, = D?gl va lim 1/};1 (D%) =
Dp v6i ho bat ki {¢;} C Aut (Dp) doéng vai trdo quan trong trong viec
chitng minh cac két qué chinh duéi day.
Dinh 1y 3.2.2. Cho Q la mién con cia Dp sao cho D§, C Q C Dp
vdi s € (0,1]. Khi dé, vdi moir € (0,1), ton tai o phu thudc vao r sao
cho

oa(z) > v0,Vz € D" NQ.

Bay gio ching ta xét dén trudng hop {a;} € QN U hoi tu A-tiép
xtic t6i p = 0 theo nghia v6i méi 0 < r < 1 déu ton tai j, € N sao
cho a; ¢ D" v6i moi j > j,. Khi d6, dinh 1y dudi day chi ra rang
ham squeezing hoi tu téi 1 trén day diém hoi tu A-tiép xic dén (0/,1).
Chinh xac hon, chiing t6i ching minh dinh ly dudi day.

Dinh 1y 3.2.3. Cho {Q;} la day cia mién con cia Dp sao cho ;N
U= DpnUwdij>1vdi motlan cin co dinh U cia (0/,1) trong
C™. Cho {n;} C DpNU la day hoi tu A-tiép xic tdi (0,1). Khi do,

lim 0Q; (77J) =1
j—00

Vi du 3.2.1. Cho Fj 5 = {(21,22) eC?: |nf +|alt < 1}. Xét day
n n?’

2 2 1
an—<4— 1—)—>(O,1)khin—>oo
n

va day céc tu dang cau v, € Aut (E}2) cho béi

o\ 1/4
(1 — lanz| > 29 — Qp2

21
— 1/2 ) _a
(1 — anQZQ) / 1—an220

Yn(z) =

Khi d6, ching t6i chi ra rang o, , (an) = 0g,, (¥n (an)) — 1 khi

n — oo. Tuy nhién, diém bien (0,1) la gia 16i yéu.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Két luan

Cac két qua chinh ctia luan an:

)

4)

Mb ta nhém tit dang cau ciia mo6 hinh kiéu hitu han trong C" xac

dinh béi:
Mp = {z € C" : Re(z,) + P(2) < 0},

trong d6 P 1a da thic thyc da diéu hoa dudi thuan nhat theo
trong tréen C"~! vi khong chita hang tit diéu hoa.

Chitng minh ring néu ham squeezing dan dén 1 tai diém bien tu
quy dao & € 99 véi bien 0N tron, gia 16i, c6 kieu D’Angelo hitu
han va c6 déi hang ciia dang Levi nhiéu nhat bang 1 tai & thi &
gia 16i chit.

Chitng minh ring néu ham squeezing dan dén 1 tai diém bien
tu quy dao & € 00 vé6i bien 9Q tron, 16i tuyén tinh, c6 kiéu
D’Angelo hitu han tai & thi & gia 16i chat.

DPua ra wée Iugng dudi cho ham squeezing cho mién Elipsoid tong
quat.

Kién nghi vé nhitng nghién citu tiép theo

Luan an da dat dudc mot sd két qua nghién cttu méi vé tinh chat

hinh hoc ciia mién trong C" v6i nhém ty ding cdu khong compact.

Tuy nhién, van con nhiéu van dé can dudc mé rong va tiép tuc nghién

Z, ~ 2 ~ 2 2 4 X N ~ 3
cttu sau hon dé mo td nhém ty ding cau cua mien trong C™ va mo ta

dang dieéu bién ctia ham squeezing cia mién kiéu hitu han trong C".
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